Programme ESC d’E.M.LYON

CONCOURS D’ENTREE 1989

MATHEMATIQUES

lére épreuve (option scientifique)

Les candidats ne doivent pas faire usage d’aucun document; I'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique
est interdite.
Seule 'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Nota
Les deux problémes sont indépendants.
N désigne ’ensemble des entiers naturels, et R celui des nombres réels.

PROBLEME 1
Partie A

Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur R, p et ¢ deux endomorphismes de E tels que :
poep=p, geq=gq, poqg=4gop
Onpose: f=p+gq, g=pogq.

1.
(

Partie B

Soient N € N* et R,,[X] l'espace vectoriel réel des polynomes nul ou de degré < N. Pour tout n € N tel que
n < N, on note T, 'application de R, [X] dans R, [X] définie de la fagon suivante :

N n
siP =3 MXF avec g, ..., Ay € R, alors T,,(P) = > A XF.
k=0 k=0

Ainsi, par exemple, avec N =4 :

T3(X + X2 +2X3 4+ X4 = X + X2 +2X3 et Ty(X + X?) = X + X2

1. Montrer que, pour tout n € N tel que n < N, T), est un endomorphisme de 1’espace vectoriel réel Ry [X].

2. (a) Verifier, pour tout n € N tel que n < N : T, 0T}, = Tp,.
(b) Pour tout n € N tel que n < N, déterminer le noyau et 'image de T,.
(c) Montrer pour tous n,r de N telsquen < Netr < N : T,0T, =T, 0T,.

3. Soient n,r deux entiers naturels tels que 0 < n <r < .

(a) Comparer ker(7),) et ker(7}) ; comparer Im(7},) et Im(7}).
(b) Montrer que 0 et 2 sont valeurs propres de 1), + T;.
(¢) T, + T, est-il diagonalisable ?
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PROBLEME 2
Partie I

1 1
1. Montrer que, pour tout réel x de | — oo; Z]’ il existe un réel unique y de | — oo; 5] tel que z = y — 72, et

calculer y en fonction de .

1 1 1
On note f lapplication de | — oo; Z[ vers | — oo; 5] définie par : f(x) = 5(1 — /1 —4x).

-,

2. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative C' dans un repére orthonormé (O;Z ') d’unité
4 cm.

1 1
3. Montrer que f est de classe C* sur | — oo; Z[ et, pour tout n € N* et tout = €] — oo; 1[ :

— I
gy = Cn=2Dt sl
FOa) = (1 )
Partie 11
11
L’objet de cette partie est de déterminer une approximation de f sur | — T Z[ par des fonctions polynodmiales.
. . 11
1. (a) Montrer, en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, que, pour tout n € N* et tout = €] — T Z[

£(z) = Qul@) + Rul)
@D pon ey,
4
"

(b) Calculer Q1,Q2,Q3, Q4. On admettra que, pour tout n € N* : C% <

2. (a) Pour z € [0; Z[ fixé, quelle est la borne supérieure de l'application de [0, 2] vers R définie par : t —
T —1 9
1—4t

1
(b) En déduire que, pour tout n € N* et tout = € [0; Z[ :

[\)
B
[\)
5

1
3. Montrer que, pour tout n € N* et tout = €] — v 0] :

(—4z)™. |z| < 1
(n+1)¥n = 4n+1)Yn

[ Rn(2)] <

4. Donner un majorant de |f(z) — Qn(x)|, indépendant de = pour z €] —

vers 'infini.

Z; Z[’ et tendant vers 0 quand n tend

5. (a) Déterminer le plus petit entier N € N* tel que :

2\" 1
* >N : 1
et <”— - (3) 6104 (n+ 1) /n )

1
b) En déduire : Vn € N*, n>N= |R,(—=)| <107%).
6
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Partie III

1
On étudie dans cette partie une autre méthode d’approximation de f sur [0; Z[ par des fonctions polyndmiales.

Soit (P, )nen la suite d’applications polynémiales de R dans R définie par

P()(ZE) =0

VEER e N, Poi(z) = o + (Po(@))’

1. Calculer P, Ps, Ps, Py.

2. (a) Montrer que, pour tout n € N, les coefficients de P,, et de P,4+1 — P, sont des entiers naturels.
En déduire que, pour tout = € [0; +o00], la suite (P,(x)),,cy est croissante.

1
(b) Montrer (par récurrence sur n) que, pour tout = € [0; Z] et tout n € N: P,(z) < f(z).

1
(c) Démontrer que, pour tout z € [0; Z]’ la suite (P,()),cy converge vers f(z).



