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Exercice 1

22

dt
Soit F' la fonction réelle définie par :  F(z) = [ i siz €]0, 1], F(0) =0 et F(1) =In2.

x

—_

. Vérifier que F est bien définie sur [0, 1].

72

2. (a) Pour tout x élément de |0, 1], vérifier que [ —— =1n2.
5 tint
(b) Montrer que, pour tout z de ]0,1[: 22In2 < F(z) < x1ln2.

(c) En déduire que F est continue sur [0, 1].

3. (a) Montrer que F est dérivable sur ]0,1[ et calculer F'(z) pour tout z de |0, 1].
(b) En déduire que F' est continue sur [0, 1].

Leg—1
4. On considere l'intégrale I = [
o Int

Montrer que I est une intégrale convergente puis donner sa valeur.

dt.




Exercice 2

Toutes les matrices en jeu dans cet exercice sont considérées comme éléments de Mz (R) ou My(R) désigne le
R-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre deux 4 coeflicients réels.
Une matrice M de My (R) est dite involutive si et seulement si M? = 1.

On note I = <(1] ?) et on considére la matrice M = (Z ;), élement de 9o (R).

1. (a) Montrer que M? = (a+ d)M — (ad — be)].
(b) En déduire que M est inversible si et seulement si‘: ad — be # 0.
(c) Dans le cas ot ad — bc # 0, écrire M1 en fonction seulement de a, b, ¢ et d.
2. (a) Montrer que la matrice al, o désignant un nombre réel, est involutive si et seulement si & = 1 ou
o= —1.

(b) On suppose, dans cette question que M # I et M # —1I.
Montrer que M est involutive si et seulement si a +d = 0 et ad — bc = —1.

3. Soit A= (g :i).

(a) Trouver un nombre réel « tel que A = af + B, B étant une matrice involutive.
(b) Calculer, pour tout entier naturel n, A™ en fonction de I et B.

(c) Montrer que A est inversible et vérifier que la formule trouvée en 3)b est encore valable pour n = —1.

Exercice 3

. , . pa Tr
Dans cet exercice, x désigne un réel de |0; 5[

1. Soit la suite réelle (u,,) définie par uy = cosz et, pour tout entier naturel n :

Upt1 = Unp COS(W)

x
(a) Montrer que la suite de terme général v,, = u,, sin on est géométrique.
(b) En déduire, pour tout entier naturel n, 'expression de u, en fonction de z et n.

(c) Montrer enfin que (u,) est convergente et donner sa limite.

2. On considére I'algorithme suivant :

Program schw;

var x,a,b:real; k,n:integer;

Begin

readln(x) ;readln(n);

a:=1;b:=1/cos(x);

for k:=1 to n do begin
a:=(a+b)/2;
b:=sqrt(a*b);

end ;
writeln(a,b);

end.



(a) Montrer que, lorsque x appartient a |0, g[, cet algorithme permet le calcul des (n + 1) premiers termes

de deux suites (ay,) et (b,) dont les premiers termes sont respectivement ag = 1 et by = @)
cos(z
cos(g)
(b) Vérifier que by = 2
cos(z)

(c¢) Ecrire, pour n > 1, les relations de récurrence liant ay,, by, an—1 €t by_1.

(d) Montrer que, pour tout entier naturel n : a, > 0 et b, > 0.

, ] Van,
3. (a) Etablir que: Vn e N*, b, —a,= (bp—1 —an—1).
2(\/bp—1+ /an)

(b) Montrer que : Vn €N, a, < by,.
(c) En déduire les variations des suites (ay,) et (by,).

(d) En utilisant le résultat obtenu a la question 3)a, montrer que :

1(1

27 cos()

vneN, 0<b,—a,< -1)

(e) Montrer finalement que les suites (a,) et (by,) sont convergentes et ont méme limite /.
x
Uy, c0s(5.-) w,

t b = ——.
e on cos?(x)

4. (a) Veérifier que, pour tout entier naturel n, on a : a, = 5
cos?(x)

(b) En déduire la valeur de /.

PROBLEME

Un mobile se déplace aléatoirement sur un axe d’origine O; a chaque instant, il est soit en O (d’abscisse 0), soit
en A (d’abscisse 1), soit en B (d’abscisse 2), soit en C (d’abscisse 3).
Les régles de ce “voyage” sont les suivantes :

e Le mobile est en O & 'instant 0.

e Le point O est “réfléchissant”, c’est-a-dire que, si a 'instant n le mobile est en O, il est certain qu’a 'instant
(n+1) il sera en A.

e Si a l'instant n le mobile est en A, alors a U'instant (n + 1), il sera soit en O, soit en B, et ceci de fagon
équiprobable.

e Si a l'instant n le mobile est en B, alors a l'instant (n + 1), il sera soit en A, soit en C, et ceci de fagon
équiprobable.

Le point C est “absorbant”, c’est-a-dire que, si a 'instant n le mobile est en C, il est certain qu’a I'instant
(n+1) il sera encore en C.

Pour tout entier naturel n:

e On désigne par X, la variable aléatoire égale a 1’abscisse de ce mobile & I'instant n.

e On appelle M la matrice réelle, carrée d’ordre 4, dont 1’¢élément de la (i + 1)-iéme ligne et de la (j + 1)-iéme
colonne est P(Xp41 =1/X, = j), pour tous ¢ et j appartenant a {0,1,2,3}
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e On pose U, =
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(d)
()

Déterminer la matrice M.

Montrer que Uy 1 = MU,.

3
Veérifier que 0, 1, \Zf’ et @ sont valeurs propres de M.

En déduire I'existence d’une matrice P inversible, que ’on choisira de telle maniére que chacune de ses
colonnes contienne un nombre maximum de “17”, et vérifiant M = PDP™1, avec

00 0 0
b 01 0 0
“loo £ 0
00 0 —-¥
2 0 -2 0
16 6 6 6
- -1 _ =
Vérifier que P~ = sle v3 1 o
2 —v/3 1 0

Montrer que M™ = PD"P~! et expliciter la premiére colonne de M™. (on distinguera les cas n = 0 et
n>1)

Préciser Uy et en déduire, pour tout entier naturel n, la loi de X,.

3. On désigne par Y la variable aléatoire égale au nombre de déplacements nécessaires au mobile pour atteindre
C pour la premiére fois.

(a)

(b)

()

Montrer que, pour tout entier j supérieur ou égal & 3 :

-1
Y =j)= (ﬂ(mk 7&3)> N(X; =3)

k=0

7j—2
En déduire, en comparant les événements (X;_; = 2) et ( N (z # 3)), que:
k=0
Y =j) = (Xj1=2)n(X; =3)

puis donner la loi de Y.

Montrer que Y a une espérance et en déduire le nombre moyen de déplacements nécessaires au mobile
pour atteindre C pour la premiére fois.

4. On désigne par Z la variable aléatoire égale au nombre de déplacements nécessaires au mobile pour atteindre
B pour la premiére fois.

Pourquoi ne peut-on pas écrire, d’'une maniére analogue a celle utilisée dans la premiére question de
cette partie, que : (Z=j)=(X;.1=1)N(X;=2)7

Exprimer, pour tout j de N*, I'événement (Z = 2j) al’aide d’événements liés aux variables Xo, X1, ..., Xo;.
En déduire P(Z = 2j) pour tout entier naturel j.

Pour tout entier naturel j, calculer P(Z =2j + 1)

En déduire que Z a une espérance, puis déterminer le nombre moyen de déplacements nécessaires au
mobile pour atteindre B pour la premiére fois.



