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Exercice 1

On rappelle que, pour tout nombre réel x :
sin(3z) = 3sin(z) — 4sin® 2
1. On note ¢ 'application de [—1;1] dans R définie par :
Vte[-1;1]  o(t) =3t — 4t
(a) Démontrer que : Vt € [-1;1]  ¢(t) € [-1;1]
(b) Etablir que, pour tout couple (¢,t") d’éléments de [—1;1] :
6(t) = ()] < 9]t~

2. On définit une suite (f,)n>1 de fonctions numériques par : fi(x) = z et la relation de récurrence :

22 (@) = 3a(3) — A0a(3))

Ecrire une fonction PASCAL, dont I'entéte est :
function f(n:integer;x:real):real; et qui fournit la valeur de f,(x).

3. Prouver que :

Ve e [-1;1], Vn e N* | fu(z) —sinz| <

Que peut-on en conclure 7
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Exercice 2

On considére la matrice carrée A d’ordre n & coefficients réels :

1 1 1 1
1! 2! (n—1)! n!
1 1 1 1
2! 3! n! (n+1)!
A=| : :
1 1 1 1
n—1)! n! 2n —3)! (2n —2)!
(n21) ! (@n—-3)t )
n! (n+1)! (2n—-2)! (2n—1)!
La ligne d’indice 4 de cett tri t donc : ! ! ! !
a ligne d’indice ¢ de cette matrice est donc : i GE) Gxn—2 (+n_1)
I
1. On considére un vecteur colonne X : X =] : | tel que AX =0.
xn

On lui associe la fonction polyndéme P, définie sur R par :

3

T3 2 Tn n—1
t i +—mm—t
mr2l T T o 2

T x2
Py =
W=t ezt

(a) On posef(t) =tP(t). Calculer f(1), f'(1),..., f*=D(1)

(b) En déduire les dérivées successives de P au point 1.

2. Montrer que P est nul et en déduire que A est inversible.

Probléme

Notations : Pour tout entier naturel non nul n, on note :

H—1+1—|— +1_§n:1 S—1+1+ —l—l—il
" 2 " n k " 22 T p2 k2
k=1 k=1
fn et g, sont des fonction numériques définies sur R par les relation :

n . n!
Fu@) = I+ 5) o) = oy

I,,V, et U, les intégrales :

1 1/VHn 1
I, = /gn(ac)dm U, = / gn(x)dz 'V, = / gn(x)dx
0 0 1/vHn

FE,, Vespace vectoriel des fonctions polynoémes & coefficients réels de degré au plus égal a n — 1.



Partie I

1. (a) La suite de terme général H,, est-elle convergente ? La suite de terme général S,, est-elle convergente ?

(b) Pour tout nombre réel positif ou nul x, prouver les inégalités :

2

x—?gln(l—kx)éz (1)

n—-+o0o

1
(c) En appliquant la double inégalité ax= 7 pour k=1,2,...,n montrer que H, ~ Inn
2. (a) Exprimer g, (z) a l'aide de f,(z) pour z € R.
(b) En déduire, a l'aide de la double inégalité (1)), les inégalités :

1/VH, Sp 1VH,
e Hndq < U, < e2Hy, / e~ %Hn dg

o
[e=]

1
(c) En conclure que U, o loo

Sn

2
(d) Montrer de fagon analogue les inégalités : 0< V,, < eV H”eH—
n

1
(e) Démontrer que V,, = o(?) quand n tend vers 'infini.
n

R 1
3. A Daide des questions précédentes, établir que I, ~ ——
n—+oo Inn

Partie IT

1. On consideére la famille (eq, ea, ..., €,) d’éléments de E définie par :

pour 1 <k<n, ex)=(@+1)(z+2).(z+k—1)(z+k).(x+n)= H (x +1)

i#k, 1<i<n

(a) Montrer que cette famille est libre. En déduire que c’est une base de E,.

(b) En déduire 'existence de coefficients A1, Aa, ..., A, réels tels que :
VeeR nl= Z)\kek(x)
k=1

(c) Calculer \; en fonction de n et du coefficient binomial Cﬁj.

2. Déduire de la question 1 de la partie II la formule :

In=n)Y (-D)FCE I (In(k+1) - Ink)
k=1

3. Utiliser cette égalité et I’équivalent de I, obtenu dans la partie I pour justifier I’équivalent :

n

SOk Ik + 1) ~ —

n—+oco nlnn
k=1
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