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EXERCICE 1

On considére sur un espace probabilisé (2, A, P) une suite (X,,),>1 de variables aléatoires indépendantes, de méme
loi définie pour tout entier n > 0 par :

ol p est un réel tel que 0 < p < 1.

n
On définit la suite de variables aléatoires (Z,)n>1 par : Z, = [] Xi.
i=1

1. On pose :

(a) Calculer ay, + by,.

WV

(b) Montrer que :  Vn

ns1\ A f(0n) . . (l=p p
1 <bn+1>_Q<bn> ouQestlamatr1ce< » 1—p>'

vn>1 Qn:<1_pn pn >’

2. (a) Montrer que :

Pn 1—pn
ol pn, est un réel tel que 0 < p, < 1 et donner une relation de récurrence entre p,1 et py.
(b) En déduire une expression explicite de p,, en fonction de n et p.
i -1
(c) Montrer que nEIEOO Pn=73 -

Que peut-on en déduire pour la suite de variables aléatoires (Z,),>1 lorsque n tend vers +oo ?

3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur p pour que les variables Z; et Zs soient indépendantes.
On suppose cette condition réalisée : quelle est alors la loi de Z,, 7
Montrer que :

Vn}l P(Z1:61,...,ZZ':Ei,...,Zn:&‘n):f
ot ¢; = 1 pour tout i (1 < i< n)

Que peut-on en déduire pour la suite de variables aléatoires (Z,)n>1 ?

EXERCICE 2

Soit E l'espace vectoriel des fonctions réelles définies et continues sur R.

A toute fonction f de E, on associe la fonction F' définie par :  F(z) = [ f(¢)t

1. Montrer que F est définie, continue et dérivable sur R. Calculer F’(x).
2. Déterminer F' dans les cas suivants :

(a) f(x)=sin27zx ;
l—2z si z<1

(b) f(a:):{ ve—1 si z>1
3. Soit T lapplication de E dans lui-méme définie par : T'(f) = F

(a) Montrer que T est linéaire.

(b) Est-elle injective ? surjective ?



4. On dit que le réel X est valeur propre de 1" s'il existe une fonction non nulle f de F vérifiant T'(f) = Af ; f
est appelée fonction propre associée a la valeur propre A.

(a)
(b)

()

Montrer que 0 est valeur propre de T'.

Montrer que pour tout réel a, la fonction z — e** est une fonction propre associée a une valeur propre
A(a) que 'on déterminera.

Etudier les variations de cette fonction A sur R et en déduire que tout réel positif est valeur propre de
I’application T

PROBLEME

L’objectif de ce probléme est de "prolonger" la fonction factorielle n +— (—1)! définie sur N* en une fonction
définie sur les réels qui ne sont pas des entiers négatifs. On étudie ensuite quelques propriétés de cette fonction.

R est 'ensemble des réels, N I'ensemble des entiers naturels et Z~ I’ensemble des entiers négatifs ou nuls. On
pose E =R\ Z~ : E est donc ’ensemble des réels qui ne sont pas des entiers négatifs ou nuls.

A

On considére une fonction f définie sur une partie D de R et & valeurs dans R.
On dit que f a la propriété P si et seulement si

f est définieen 1 et f(1) =1
VeeD, z+1leDet flx+1)=uxf(z)

Montrer qu’'une fonction ayant la propriété P ne peut étre définie en = entier négatif ou nul.

Montrer que si D = N* | alors n +— f(n) = (n—1)!! ala propriété P (On adopte la convention : 0! = 1)

+o00
On considére la fonction I' définie sur RY par : ['(z) = [ " le 't
0
En utilisant, sans les démontrer, des résultats du cours, montrer que I' a la propriété P et rappeler la

valeur de I'(n) pour n entier strictement positif.

Montrer que pour tout z réel strictement positif et tout n entier strictement positif :

FNz4+n)=(@+n—-1(x+n-2)...(z+ DzI'(x)

3. Pour tout élément x de E et tout entier n tel que = + n soit strictement positif, on pose : Ay,(x) =

I['(z+n)

z(x+1l)...(x+n-1)

(a)
(b)

Montrer que pour x > 0 et n > 0, A,(x) ne dépend pas de n.

Soit x un réel négatif non entier.

Montrer que x + n est strictement positif & partir d’'un rang dépendant de x noté V.

Soient n et p deux entiers naturels. Pour n strictement supérieur & N,, calculer A, ,(x) en fonction
de Ay(x +n).

En déduire que :

Vn >N, VpeN, A,i,(x)=A,(z).

Le réel Ay (z) étant indépendant de n pour n > N, on définit sur E une fonction I’ par I'(z) = A, (z)
pour n > N,.

Montrer que la fonction [ala propriété P, et que pour tout x réel strictement positif : f(:z:) =TI'(x).
En déduire que :

VieE, D(w+n)=@+n—1)(z+n—-2)...(z+)zl(z)

On dit que I prolonge la fonction I' définie sur RY.
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Par abus de notation, on notera désormais dans tout le probléme simplement I'" et non plus f, la fonction
ainsi prolongée.
1 Int +o00
4. (a) Onpose: I=[—t et J= [ tinte 't
) Vi 1
Montrer que I et J sont des intégrales absolument convergentes.
(b) Soit h la fonction de deux variables définie sur R} x R par h(t,z) = t*~ 1.
En appliquant I'inégalité des accroissements finis a la fonction x — wu(x) = h(t, x), montrer que :

[In ¢|

1
vi€lo1l, Veelg, oL [kt o)~ Al 1] < o -1 N

et que :
1
Vit € [1,+o0], Va 6]5, ;[, |h(t,z) — h(t,1)] < |z — 1|t Int (2)
(c) Montrer qu’il existe une constante K telle que :
13
vrels Sh @) ~ T < K e —1] 3)

En déduire que la fonction I' est continue au point 1.

1
5. En utilisant la question précédente, montrer que I'(xz) ~ — au voisinage de 0.
x
En déduire un équivalent simple de I'(z) au voisinage de x = —n (n € N*).

6. On admet 1’équivalence suivante :
[(z) ~ 2" te /272 ((*)

(a) Calculer pour z réel fixe  lim (1+ E)n.
n—-+4oo n

(b) Montrer que si x est un entier naturel n, ’équivalence (%) permet de retrouver la formule de Stirling :

n! ~n"e "V2mn.
(c) Montrer que :
r
VeeE lm SOty
n—+oo n*l'(n)
(d) En déduire que :
nin®

Vo € E, F(x):nBI-&I-loo$($+1)-"(x+n)

B
On se propose dans cette partie de donner une autre expression de la fonction I' sur F.

z/n

s

m et G (x) = ] gk ().

1
Montrer que pour tout réel z positif, la série de terme général u,(z) = In g, (z) est convergente.
En déduire, pour tout réel x positif, ’existence de lirf Gn(z) .
n—-+0oo

1. Pour n strictement positif, on pose g,(z) =

On appelle G(x) cette limite. On définit ainsi une fonction G sur R,..

2. Montrer que la suite (Gp(z)),enx est convergente pour z réel négatif non entier. (On remarquera que pour
tout x fixé, g, () est strictement positif pour n suffisamment grand).
On a donc une fonction G définie sur E par : G(x) = lirf Gn(z).
n—-roo

e



L |
3. Vérifier que : InG,(1) = >  — —In(n + 1) et retrouver le résultat suivant : la suite de terme général

k=1
n

Vp = T Inn a une limite finie strictement positive v quand n tend vers +o0.
k=1
~ s’appelle la constante d’Euler.

(On pourra utiliser, en le justifiant, le résultat : Vo >0 e* >z + 1)

4. Montrer que :
LU
nlexp(z Y %)
Vr € F Gn(z) = 2T i
res () = =) o + )

5. En utilisant la question A.6.c, montrer que :

e *

Vee E, T'(x)= G(z).

X



