PHEC1

Feuille d’exercices n°30

2005-2006

Exercice 1
1. Pour chacune des matrices A suivantes, déterminer les réels A tels que la
matrice A — Al soit non inversible :

2 1 1 120 101

a) A=[0 3 4] b)) A=[2 1 0] ¢ A=[0 2 0
021 010 101
3 4 —4 -2 5 7

d A=|[-2 -1 2], e A=|-1 6 9
—2 0 1 0 -2 -3

2. Pour chacune des matrices A de la question 1 et pour chacune des valeurs
de X suivantes, déterminer une base de 1’espace vectoriel
E, = {X S ng?l(R), AX = )\X}
a) A€ {—1,2,5} b) e {-1,0,3}
d)xe{-1,1,3} e)re{-1,1}

c) A€ {0,2}

3. Pour la matrice A du 1.e), déterminer un vecteur es tel que Ae; = e1 + eq,
ol ey est un vecteur générateur de Ej.

Exercice 2
Soient A une matrice de M, (R), A un nombre réel et Xo € M, 1(R) tel que
AXy = AXp.

1. Justifier que Vn € N,  A"Xg = A" Xj.

2. On suppose qu’il existe trois réels a, b, ¢ tels que A% + aA? + bA + cI,, = 0,.
Si X est un vecteur non nul, justifier que A* + aA? + b\ + ¢ = 0.

3. Applications :

1 01
(a) SiA= [0 2 0]. Vérifier que A2 = 2A.
1 01

Montrer que si A un nombre réel et Xo € M3 1(R) est un vecteur non
nul tel que AXy = AXp alors A2 = 2\. En déduire les valeurs de \.
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théme : initiation & la réduction

Déterminer des bases de Ey = {X € M3 1(R) / AX = 031} et

FE = {X S 9ﬁ371(R) / AX = 2X}
-1 1 0
On considéere P=| 0 0 1] .Montrer que P est inversible, calculer
1 1 0
P~ et vérifer que A = P diag(0,2,2)PL.
-1 -1 2
Soit A=[—-2 0 2]. Vérifier que A2 = A

-2 -1 3
Montrer que si A un nombre réel et Xy € M3 1(R) est un vecteur non
nul tel que AXy = A X alors A2 = \. En déduire les valeurs de \.
Pour quelles valeurs du réel A, la matrice A — A3 n’est pas inversible ?
Déterminer des bases de Ey = {X € M3 1(R) /| AX = 03,1} et
FE = {X S m371(R) / AX = X}

1 11
On considére P = |1 0 0| . Montrer que P est inversible, calculer
1 21
P~1 et veérifer que A = Pdiag(0,1,1)P~1L.
2 1 11
. 1 211 . 9
Soit A = 1192 1| Vérifier que A¢ = 6A — 514.
111 2

Montrer que si A un nombre réel et X € My 1(R) est un vecteur non
nul tel que AXy = AXp alors A2 = 6\ — 5. En déduire les valeurs de \.
Pour quelles valeurs du réel A, la matrice A — A4 n’est pas inversible 7
Déterminer des bases de By = {X € My 1 (R) / AX = X} et

FE = {X S 93?4@(]1@) / AX = 5X}.
1 -1 -1 -1
. 11 0 0 . .
On considere P = 10 1 E Montrer que P est inversible,
1 0 0 1

calculer P~! et vérifer que A = Pdiag(5,1,1,1)P~1.
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