PHECI1 Feuille d’exercices n°18 bis, compléments aux suites 2005-2006

EXERCICE 1 (Extrait EM Lyon 1987)

x

e
(0] sidére la fonction défini 0,1 = .
n considére la fonction définie sur [0, 1] par f(z) =710

1. (a) Calculer f’. Etudier les variations de la fonction f.
(b) Calculer f”. Démontrer que, Vx € [0,1] 0,09 < f (z) < 0,225.

Données numériques : 0.224 < ﬁi < 0.225.

(c¢) Démontrer que ’équation f (z) = z admet une solution unique dans [0, 1], qui

sera notée a.
Données numériques % ~0.25+ 1072
(d) Montrer que f(z) —z > 0 sur [0, o
2. On consideére la suite définie par ug = 0 et up41 = f (up).

Montrer que Vn € N, 0 < u, < a.
Montrer que Vn € N, wpy1 —u, = 0.

)
)
c¢) Justifier que la suite u converge vers a.
)
)

Etablir que, pour n € N, |uy11 — | < 0.225 |u,, — af.
(e) Comment choisir n pour que |u, —a| <1073 ?
—31In10
Données numeériques : m ~4.63+1072.

EXERCICE 2 (extrait ESCP 1994)

On consideére I'application f de R dans R définie par :

f(z) = % (2° — 32 + 22+ 8)
ainsi que l'application g de R dans R définie par
g(x) =2® —32% — 4o +8
On donne également les approximations numeériques suivantes :

%\/ﬁ ~ (.58, f(1—%\/§)z1.40, f(1+%\/§)21.27
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153, g(1— g\/ﬁ) ~9.13, g(1+ g\/ﬁ) ~ —5.13
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théme :

1. (a) Montrer que I’équation g(z) = 0 admet trois solutions dans R.
(b) On note 1, 2,3 avec 1 < Ty < x3 les trois racines de g. Justifier que que
1 <x9 <2
2. (a) Montrer que f (z2) = 5.
(b) Montrer que le segment [1, 2] est stable par f (c’est-a-dire que f ([1,2]) C [1,2]).
(c)
)

1
(d) Montrer que, pour tout z de [1,2], |f (z) — f (z2)] < 3 |z — xa] .

Donner un encadrement de f’(x) lorsque z € [1,2].

3. Soit ug = 1 et pour tout entier n > 1,u, = f (tp_1) .
Montrer que la suite (uy),,, converge vers xz.

XERCICE 3 (EML 2001)

On considére l'application f :]0;+oco[— R, définie, pour tout x de ]0;+oc[, par :
fz) =

T
et —1

1. (a) Calculer f'(z)

(b) Montrer que Vz €]0;+oc0[, f"(z) = (efﬁ(mew —2e" + 1+ 2)

(¢) Etudier les variations de la fonction g : [0;+00[— R, définie, pour tout = de

[0; 400, par:
g(z) = ze® — 26" + x + 2
En déduire : vV €]0; 400, f"(x)>0.
1
(d) En déduire le sens de variation de f (on admettra que f'(x) e —5)

On précisera la limite de f en +o00. Dresser le tableau de variation de f.

3. On consideére la suite (uy,)n>o définie par up =0et : Vn € N,  upi1 = f(uy).
1
(a) Montrer : Vz €]0;+o00[, |f'(x)] < 3 et 0< f(x) <1
(b) Reésoudre I’équation f(z) = z, d’inconnue z €]0; +ool.
1
(c) Montrer : Vn € N |upy1 —In2| < §|u" —1n2|
)

(d) Etablir que la suite (uy)n>0 converge et déterminer sa limite.
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