PHEC1 Correction feuille d’exercices n° 2005-2006

correction de ’exercice 1
1. inversibilité de A : On procede par opérations élémentaires sur les matrices. Remarquont que face a de gros coefficients
(comme ici dans la matrice A), pour effectuer les éliminations, il est utile de déterminer le meilleur facteur commun.
Par exemple, au lieu de faire Ly «— 16 Ly 4+ 18 L dans le calcul suivant, on remarque que 16 =2 x 8 et 18 =2 x 9 (2 est
le ppcm) donc on utilise plutot opération Lo «— 8Ly + 914

16 4 —4 1 00 16 4 —4 1 0 0
—-18 -4 5 : 010 & 0 4 4 8 9 0 Ly «— 8Ly + 9L,
30 8 -7 0 0 1 4 4 -15 0 8 Ly «— 8L3 — 151,
16 4 —4 1 0 0
s [0 4 4 : 8 9 0
0 0 0 —23 -9 8 Ly — Ly — Ly

Cette derniére matrice est triangulaire dont au moins un des coefficients diagonaux est nul donc la matrice A n’est pas
inversible.
inversibilité de A — I3 : On remarque que 15 =3 x 5 et 18 = 3 X 6, ce qui nous donne

15 4 -4 1 00 15 4 -4 1 0 0
A-I3=1-18 -5 5 01 0|10 -1 1 : 6 5 0 Lo 5Ly + 6L,
30 8 =8 0 0 1 0 O 0 -2 0 1 Ly — Ly —2L,

Cette derniére matrice est triangulaire dont au moins un des coefficients diagonaux est nul donc la matrice A — I3 n’est
pas inversible.
inversibilité de A — 475 : On remarque que 18 =6 x3 et 12=6 x2,30=6 x5 et 12 =6 X 2, ce qui nous donne

12 4 -4 10 0 12 4 —4 1 00
A—4I; = |-18 -8 5 : 010 |elo0 -4 —2| : 2 30 Ly < 2Ly + 3L,
30 8 -—11 0 0 1 0 —4 -2 -5 0 2 Ly« 2L3 — 5L,
12 4 —4 1 0 0
2N 0 -4 -2 : 2 3 0
0 0 0 -7 -3 2 L3y« L3 — Lo

Cette derniére matrice est triangulaire dont au moins un des coefficients diagonaux est nul donc la matrice A — 413
n’est pas inversible.

2. On procede par espace engendré par une partie (puisque 'on doit montrer qu’il s’agit d’un espace vectoriel et en
déterminer une base).

a 6 4 -4 a 0 16a + 4b — 4c 0
X = bleVWwses | -18 -4 5 bl=10]<|—-18a—-4b+5c| =|(0
c 30 8 -7 c 0 30a 4 8b — Tc 0
16a+4b—4c =0 16a+4b—4c =0 | « Piwot pour a »
e { —18a—4b+5c =0 = db+4c =0 | Ly« 8Ly+9L, @{ 16“4Zib4;4c :8
30a 4+ 8b — Tc =0 4b + 4c =0 L3<¥8L3715L1
1
{b:—c 5¢ c 1 1
& 1 &X= =-|-2|=Vy=Vect | -2
a= —-c —C 2
2 c 2 2
——

=e

Par conséquent, V4 est bien un espace vectoriel (c’est ’espace vectoriel engendré par e;). Le vecteur e; est donc généra-
teur de Vp, comme il est non nul, il constitue une base de Vj.
1
Remarque : On peut également choisir le vecteur | —2 | mais il est préférable de travailler avec un vecteur & coor-
2
données entiéres.
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3. Base de

a 16 4 —4 a a 16a + 4b — 4c a

X = bleVis |-18 -4 5 bl=|b]e |—-18a—4b+5c| =1|0b

c 30 8§ -7 c c 30a + 8b — Tc c
16a+4b—4c =a 15a4+4b—4c =0 15a4+4b—4c =0 | « Pivot pour a »
& —18a—4b+5¢ =b < —18a —5b+5¢c =0 < —b+c =0 Lo «— 5Ly + 614
30a+8—Tc =c 30a+8—8 =0 —b+c =0 L3z «— L3 —2L,

0 0 0

o 15a+4db—dc =0 PEN b=c SX=|lc|=cll|=Vi=Vect|1

—b+c =0 =0 . 1 1

——

=eg

Le vecteur es est donc générateur de V;, comme il est non nul, il constitue une base de V;.

Base de V}
a 16 4 —4 a a 16a + 4b — 4c 4a
X = bleVy< |-18 -4 5 bl=4|b] < |—-18a—4b+5c| = | 4b
c 30 8 7 c c 30a 4+ 8b — Tc 4c
16a +4b —4c = 4a 12a4+4b—4c =0 12a+4b—4c =0
& —18a —4b+5¢ =4b &< —18a—8b+5c =0 < —4b — 2¢ =0 | Ly« 2Ly + 3L,
30a+8b—T7c =4c 30a+8b—11c =0 —4b — 2¢ =0 | L3« 2L3—5L,
1
1 —c
_ — b=—-c 2 1 1
= { 12(115)47[) 2646 _ 8 A 12 & X = 710 = % —1]| =V,=Vect| -1
o a=zc 2 2 2
2 _
C =es
4. Liberté de (e, ez, e3) : Soient a,b, ¢ trois réels tels que
1 0 1 0 a+b=0
aer +bea+ce3 = O, myeal-2]+b|1]+c|-1]=10]q —2a+b—c=0
2 1 2 0 20 +b+2c=0
a+b=0 « Pivot pour a » a+b=0 c=0
& 3b—c=0 Lo+— Lo+2l, & 3b—c=0 « Pwot pour b » & b=0
—b+4c=0 L3<—L3—2L1 11c=0 L3<—3L3+L2 a=0
Par conséquent, la famille (e, e, e3) est bien libre.
T
(e1, ez, e3) famille génératrice de M3 1(R) : Soit X = [ y | € M3 1(R), existe-t-il trois réels a, b, ¢ tels que
z
1 0 1 T a+b = =
X = aei+bestcessal-2|+b|1|+c|-1]=|y]| & —2a+b—c =y
2 1 2 z 2a+b+2c = =z
a+b = T « Pivot pour a » a+b = T
= 3b—c = 224y Lo — Ly+2L, <& 3b—c = 2z 4y « Piwot pour b »
—b+4c = —2x+=z Ly« L3 —2L, 1le = —dx+y+ 3z Ly «—3L3+ Lo

On en déduit P'existence de ¢ puis b et enfin a, ce qui entraine que la famille (eq, ez, e3) est bien génératrice de M3 1 (R)
et comme elle est libre, il s’agit d’une base de M3 1 (R).

1 0 1
5. D’apres 'énoncé, ona P= | -2 1 -1
2 1 2

(a) On procede par les opérations élémentaires sur les matrices

1 0 1 1 0 0 1 01 1 0 0
-2 1 -1 : 01 0 = 01 1 2 1 0 Lo« Lo+ 2Ly
2 1 2 00 1 010 -2 0 1 Ly — Ly — 2L,
1 0 1 1 0 0
& 01 1 : 2 1 0
0 0 -1 —4 -1 1 L3<—L3—L2
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La nouvelle matrice est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc la matrice P est inversible

et 'on a
1 0 0 -3 -1 1 100 -3 -1 1
01 0] ¢ | 20 1 ?:21123@010 Pl 20 1
00 -1 -4 -1 1 2 2T 0 0 1 4 1 -1 L3 «— —Ls
-3 -1 1 1 0 1 -3 -1 1 1 0 0
donc P~'=| -2 0 1 . Vérification [ -2 1 -1 -2 0 1 ]1=(0 1 0
4 1 -1 2 1 2 4 1 -1 0 01
(b) A= PTP~ '« P 'AP =T et un calcul direct nous donne
0 0 0 0 0 0
PlA=|-2 0 1|, T=P'AP=(0 1 0
16 4 —4 0 0 4
correction de ’exercice 2 a d
1. Linéarité de f : Soient deux réels o, 8 et deux éléments X = [0 | et Y = [ e | de M5 1(R)
¢ f
a d aa + Bd
flaX+8Y) = fla|lb]+8]|e =f| ab+ e (r=aa+pd, y=ab+pe, z=ac+pf)
¢ f ac+ Bf
3(aa + Bd) — 2(ab + Be) + 3(ac+ Sf) a(3a—2b+3c) + (3d — 2e+ 3f)
= (aa+ pd) +2(ac+ Bf) = a(a+2c)+ 5 (d+2f)
2ac+ Bf) o (20) + 5 (2f)
3a —2b+ 3¢ 3d—2e+3f
= a| a+2c |+8| d+2f =af(X)+6f(Y)
2c 2f
3 -2 3
Matrice : En choisissant A= (1 0 2|,onaVX e E=M3;:(R), f(X)=AX.
0O 0 2

2. On procéde par espace engendré par une partie (puisque 'on doit montrer qu’il s’agit d’un espace vectoriel puis en
déterminer une base a la question suivante).

£y
T 3x — 2y + 3z T 3r—2y+3z ==z
X = yleEhe fX)=X< T+ 22 =|ly| & T+ 2z =y
z 2z z 2z =z
20 —-2y+32z =0 20 —2y+32z =0
& r—y+2: =0 o 2 =0 el =0
> :0 5 :0 L2<—2L2—L1 X Yy
Y 1 1
& X=|y|=y|l]|=E =Vect|1
0 0 0
—es
Par conséquent, E; est un espace vectoriel (c’est ’espace engendré par e;)
FEy
x 3x — 2y + 3z T 3r—2y+3z =2
X = yleb e f(X)=2X < T+ 2z =2y | <& T+ 2z =2y
z 2z z 2z =2z
r—2y+3z =0 r—2y+3z =0
= r—2y+2z =0 & —z =0 z=0
0 -0 0 -0 L2<—L2—L1 .’IJZQy
2y 2 2

& X=|y|=y|l]=FE=Vect |1
0 0 0
~——
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Par conséquent, F5 est un espace vectoriel (c’est I'espace engendré par es).
b)

3. D’apres la question 2, on en déduit que e; (resp. es) est un vecteur générateur de Fy (resp. Es) et comme il est non
nul, il constitue une base de E; (resp. Es).

T
4. Silon posees= |y |,ona
z
z x 2 3z — 2y + 3z 20+ 2
fles) = 2e3+exs f Y =2y +|(1] & x4+ 2z =|2y+1
z z 0 2z 2z
3r—2y+3z = 2x+42 rT—2y+3z = 2 T—2y+3z = 2
& T+ 2z = 2y+1 & z-2y+2z = 1 & -z = -1
2z = 2z 0 - 0 0 - 0 Lo — Lo — 1,4

& =L e v eR
r=2y—1 77 Y 4

On constate que l'on dispose d’une infinité de valeurs pour es. Comme on demande un seul vecteur, on choisit donc
n’importe quelle valeur pour y, par exemple y = 0 (du moment que le vecteur ez ne soit pas nul, car un vecteur nul ne

-1
peut appartenir & une base). Par conséquent, le vecteur e = ( 0 | convient.
1

5. Liberté de (es, eq,e1) : Soient a, b, ¢ trois réels tels que

-1 2 1 0 —a+2b+c=0
aes +beg+cex = 09313,1(]R) Sal 0]+ 1) +c|l] =10 <« b+c=0
1 0 0 0 a=20
a=20 a=20 a=20
& 264+c=0 << 2b+c=0 | « Piwotpour b» < (¢ c¢=0
b+c=0 c=0 L3<—2L3—L2 b=0

Par conséquent, la famille (e3, ea, €1) est bien libre.

x
(e3, €2, e1) famille génératrice de Mz 1 (R) : Soit X = [ y | € M3 1(R), existe-t-il trois réels a, b, ¢ tels que
z

—1 2 1 T —a+2b+c = =x

X = aegt+beatceisal 0 | +0|1 | +c|l)=[y]| <& b+c =y

1 0 0 z a = z

a = z a = z
& 2b+c = x+z &< 2b4+c = x4z « Pivot pour b »
b+c = Y c = —r+4+2y—=z Ly «— 2L — 14

On en déduit P'existence de a puis ¢ et enfin b, ce qui entraine que la famille (e3, e, e1) est bien génératrice de M3 1 (R)
et comme elle est libre, il s’agit d’une base de M 1 (R).

1

-1 2 1
6. D’aprés ’énoncé, ona P=| 0 1 1
1 00

(a) On procede par les opérations élémentaires sur les matrices

-1 2 1 1 00 -1 2 1 1 0 0
o 1 1| : 010 < o 1 1] : 010
1 00 0 0 1 0 2 1 1 0 1 Ly« Ly + Ly
-1 2 1 1 0 0
N 0 1 1 01 0
0 0 -1 1 -2 1 L3« L3 —2Ls
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La nouvelle matrice est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc la matrice P est inversible

et 'on a
-1 2 0 ' 2 -2 1 Ly Ly+ Ly -1 0 0\ (00 -1 Ly Ly — 2L,
0 1 O : 1 -1 1 Ly Lot L 0 1 0 : 1 -1 1
0 0 -1 1 -2 1 2T 0 0 -1 1 -2 1
1 00 0 o0 1 Ly — —Ly
& 010 1 -1 1
0 0 1 -1 2 -1 Ly «+— —Ls
0 O 1 -1 2 1 0 0 1 1 00
donc P71 = | 1 -1 1 . Vérification | 0 1 1 1 -1 1 =10 10
-1 2 -1 1 0 0 -1 2 -1 0 0 1
(b) A=PTP ! P AP =T et un calcul direct nous donne
0O 0 2 2 00
PlA=|2 -2 3|, T=P'AP=1|1 2 0
-1 2 -1 0 0 1

correction de ’exercice 3
1. On procede par espace engendré par une partie (puisque l'on doit montrer qu’il s’agit d’un espace vectoriel et en
déterminer une base).

a -2 -1 2 a a —2a —b+ 2c a
X = bleVes ]| 15 -6 11 bl=(b]| | —-15a—6b+1lc| =D
c -14 -6 11 c c —14a — 6b+ 11c c
—2a—-b+2c =a —3a—b+2¢c =0 —3a—b+2c =0 | « Pivot pour a »
& —15a—6b+1lc =b < —15a—Tb+1lc =0 < —2b+c =0 Lo «— Lo — 514
—14a—6b+ 11lc =c —14a —6b+10c =0 —4b + 2¢ =0 | Ly« 3L3— 1414
1 1c
—3a—b+2c =0 b:§C 2 1 1 1
& —2b+c =0 | « Pivot pour b » & 1 e X=|Ll]=5c|l]=V=Vect |1
0 =0 L3<—L3—2L2 CL:§C 2 2 2
c S~

Le vecteur e; est donc générateur de V, comme il est non nul, il constitue une base de V.

a
2. Silon pose e = | b ], ona
c
a a 1 —2a— b+ 2c a+1
f(eg) = e+e & f b =|b]+|1|]< | —-15a—6b+1lc| =|b+1
c c 2 —14a — 6b+ 11c c+2
—2a—b+2¢c = a+1 —3a—-b+2c =1
& —15a—6b+1lc = b+1 & —15a—7b+11lc = 1
—14a—6b+1lc = c+2 —14a —6b+10c = 2
—3a—-b+2c = 1 « Pwot pour a »
<~ —2b+c = —4 Lo «— Lo — 514
—4b 4+ 2¢ = -8 L3 — 3L3 - 14L1
1 To_
—3a—-b+2c = 1 b=§C+2 2° !
& —2b+c = —4 | « Pivot pour b » & 1 S X = lc+2 ceR
0 = 0 L3<—L3*2L2 CL:iC*l
c

On constate que l'on dispose d’une infinité de valeurs pour e;. Comme on demande un seul vecteur, on choisit donc
n’importe quelle valeur pour ¢, par exemple ¢ = 0 (du moment que le vecteur e ne soit pas nul, car un vecteur nul ne
-1
peut appartenir & une base). Par conséquent, le vecteur e = | 2 | convient.
0
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a
3. Sil’'on poseez=|b|,ona
c
a a -1 —2a—b+ 2c a—1
fles) = es+tersf b =|b]+| 2| |-15a—-6b+1lc| =([b+2
c c 0 —14a — 60+ 11c c
—2a—-b+2¢c = a-1 -3a—-b+2c = -1
& —15a —6b+1lc = b+2 << —1ba—Tb+1lc = 2
—14a —6b+ 11c = c —14a—6b+10c = 0
—3a—-b+2c = -1 « Piwot pour a »
~ —2b+c = 7 Lo «— Lo — 514
—4b + 2¢ = 14 | Ly« 3L3 —14L,
1 7 = —
—3a—b+2¢c = -1 b=§C—§ C+2
& —2b+c = 7 « Pivot pour b » < 1 3 ©X= lc—z ceR
0 = 0 L3<—L372L2 a:§C+§ 2 2
c

On constate que 'on dispose d’une infinité de valeurs pour e3. Comme on demande un seul vecteur, on choisit donc
n’importe quelle valeur pour ¢, par exemple ¢ = 1 (afin que le vecteur ez soit a coefficients entiers et non fractionnaire).
2
Par conséquent, le vecteur e = | —3 | convient.
1

4. Liberté de (e, e2,e3) : Soient a,b, ¢ trois réels tels que

1 -1 2 0 a—b+2c=0
aei + beg +ce3 = Ogn, (r) & a |1 +b| 2 |4+c|-3]=10]| <« a+2b—3c=0
2 0 1 0 20+c=0
a—b+2c=0 | « Piwot pour a » a—b+2c=0 c=0
& 3b—5c=0 Lo—I1o—1L & 3b—5c=0 « Pivot pour b » & b=
2b—3c=0 L3<—L3—2L1 c=0 L3<—3L3—2L2 a=0
Par conséquent, la famille (eq, ea, €3) est bien libre.
x
(e1, €2, e3) famille génératrice de Mz 1(R) : Soit X = [ y | € M3 1(R), existe-t-il trois réels a, b, ¢ tels que
z
1 -1 2 x a—b+2c = =z
X = aeg+besatcessalll+b| 2 |+cel-3|=|y]| & a+20—3c = y
2 0 1 z 2a +c = z
a—b+2c = x « Pivot pour a » a—b+2c = x
& 3b—bc = —z+4y Ly —Ly—L; & 3b—5c = —r+y « Pivot pour b »
2b — 3¢ = 2r+z L3 — L3 — 2L1 C = —dz-— 2y + 3z Lg — 3L3 — 2L2

On en déduit P'existence de ¢ puis b et enfin a, ce qui entraine que la famille (e, ez, e3) est bien génératrice de M3 1 (R)
et comme elle est libre, il s’agit d’une base de M3 1 (R).

1 -1 2
5. D’aprés 'énoncé, ona P= |1 2 -3
2 0 1

(a) On procede par les opérations élémentaires sur les matrices

1 -1 2 1 0 0 1 -1 2 1 00
1 2 -3 : 01 0 s |0 3 =5 -1 1 0 Lo« Ly— L
2 0 1 0 0 1 0 2 -3 -2 0 1) Ly« L3 — 2[4
1 -1 2 1 0 0
s |0 3 —=5] : -1 1 0
0 0 1 —4 -2 3 Ly« 3Ly —2Ls
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La nouvelle matrice est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc la matrice P est inversible

et 'on a
1 -1 0 9 4 -6 300 6 3 -3
0 3 0o]:| -21 -9 15 ?:?1523 < [0 3 0 —21 -9 15 Ly =3l + Lo
0 0 1 -4 -2 3 2T 3 0 0 1 -4 -2 3
100 2 1 -1\ |, 1L
s [0 1 0 -7 -3 5
0 1 —4 -2 3 L2<—§L2
2 1 -1 1 -1 2 2 1 -1 1 00
donc P~ 1 = -7 -3 5 . Vérification |1 2 -3 -7 -3 5 = 01 0
-4 -2 3 2 0 1 -4 -2 3 0 0 1
(b) A=PTP !« P AP =T et un calcul direct nous donne
-5 -2 4 1 10
PlA=| -11 -5 8 |, T=P'4P=|0 1 1
-4 -2 3 0 0 1
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