PHEC1 Correction feuille d’exercices n°27 2005-2006

correction de I’exercice 1

1.
a —3c -3
X=(v]|easl2aobte=0 Jb=—c v | _.)-c|=1
b+c=0 a=—3c
c c 1
-3
Par conséquent, le vecteur | —1 | engendre A et ce vecteur étant non nul, il forme une base de A.
1
2.
g a+v—20=0 at+v—26=0 Pivot pour o
X = € B& OL‘}’B‘F(S:O =4 B*’Y+35:0 Lo «— Ly — Ly
g 20— B+3y=0 —B4+y+46=0 Ly« Lz —2L;
— -1
a+v—26=0 0=0 1
& B—v+30=0  Pwot pour f < b=y < X= v =7 3
76=0 Ly «— L3+ Ly o= —7 g 0
-1
Par conséquent, le vecteur 1 engendre B et ce vecteur étant non nul, il forme une base de B.
0
3.
a 4a—2b4+c = 0 4a —2b+c¢ = 0  Pivot pour a
X = bleCs( —2a+4b+c = 0 & 6b + 3¢ = 0 Ly—2Ly+ 14
C a+b+c = 0 6b+3C = 0 L3<—4L5—L1
1 c 1
4a—2b4+c = 0 a=-35¢ 2 2
& 6b+3c = 0 Pivotpourb <& 1 e X= _fl=c| 1
0 = 0 Ly «— L3 — Lo b=—§c 2 2
¢ 1
1
2
Par conséquent, le vecteur | 1 | engendre C et ce vecteur étant non nul, il forme une base de C.
2
1
4.
a 1 2 2 a a a+2b+2c = —a 2a+2b+2c = 0
X = bleDs 2 1 2 bl=—1b]l<e1 2a+b+2c = —b &< 2a+20+2c = 0
c 2 2 1 c c 20 +2b+c = —c 20 +2b+2¢c = 0
—b—c -1 -1
& {2a+2b+2c=0={a=-b-ce X = b =b| 1 |+c| O
c 0 1
-1 -1 -1 -1
Par conséquent, tout vecteur de D est combinaison linéaire des vecteurs | 1 |, | 0 | ,donc D = Vect 11,10
0 1 0 1
Etudions la liberté de cette famille génératrice. Soient deux réels a, b tels que
-1 -1 0 —a—> 0 —a—b= a=0
al 1 [+b] 0 |=0m,,m=|(0] % a =[0] & a=0 @{b_()
0 1 0 b 0 b=0
-1 -1
donc la famille génératrice [ 1 |, | 0 | est libre donc c’est une base de D.
0 1
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5.
a 1 2 3 a a a+2b+3c = 6a —ba+2b+3c = 0
X = bleFs |3 1 2 bl =60« 3a+b+2c = 6b < 3a—5b+2c = 0
c 2 3 1 c c 2a+3b+c = 6¢ 2a+3b—-5c = 0
—5a+2b+3c = 0 Pivot pour a —5a+2b+3¢ = 0
= —19b+4+19¢ = 0 Ly« 5Ly+3L; & —196+19¢ = 0  Pivot pour b
19b — 19¢ = 0 L3« 5Ls+2L, 0 = 0 L3« L3—1Ls
c 1
& { b=c SX=[c|=cl|l
a=c
1
1
Par conséquent, le vecteur | 1 | engendre E et ce vecteur étant non nul, il forme une base de E.
1
6.
a 3 1 1 a a 3a+b+c = 4a —a+b+c = 0
X = |bleFs | 0 40 bl =410 < 4b = 40 & 0 = 0
c -1 1 5 c c —a+b+5c = 4c —a+b+c = 0
b+c 1 1
& {—a+b+c:0 @{a:b—l—c & X = b =b|1]+c]|O
c 0 1
1 1 1 1
Par conséquent, tout vecteur de F' est combinaison linéaire des vecteurs [ 1], | 0|, donc F = Vect 11,
0 1 0 1
Etudions la liberté de cette famille génératrice. Soient deux réels a, b tels que
1 1 0 a+b 0 a+b=0 o —
all]4+0|0) =0m, ,my=|0]&| a |=10]% a=0 {:){b—o
0 1 0 b 0 b=20 o
1 1
donc la famille génératrice [ 1|, [ O] est libre donc c’est une base de F'
0 1
7.

R EN R

- (a+c b—l—d)_(a—l—b a—l—b>:(2a 2b <@(—b—l—c —a—i—d) (2(1 2b>
a+c b+d c+d c+d 2c 2d a—d
0
0
0
0

~htec = 2a ~2a-bt+c = 0 —2a-btc = «Pivot pour a»
—a+d = 2b —a—2b+d = 0 —3b—c+2d = P

<~ <~ <~ Lo — 2Ly — 14
a—d = 2¢ a—2c—d = 0 —b—3c—2d = Lo 20+ I
b—c = 2d b—c—2d = 0 b—c—2d = 3 s
—2a—b+c = 0 —2a—b+c = 0

o —3b—c+2d = 0 «Pivot pour b» - —3b—c+2d = 0
—8¢c—8d = 0 L3« 3L3— Lo —8c — 8d = 0 «Pivot pour c»
—4c—4d = 0 L4<*3L4+L2 0 = 0 L4<¥2L47L3
c=—d

—d d -1 1

e T

a=—d

1 .
. 1) engendre GG et ce vecteur étant non nul, il forme une base de G.

Par conséquent, le vecteur (
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correction de 1’exercice 2
1. Linéarité de f : Soient deux réels a, 8 et deux éléments X = <

Z) et Y = <2) de M, 1 (R)

/ {OL (Z) +8 <§l>] =f (Zz—tgfl) (a="aa+ B, b="ab+ 5d")
(321@‘9 -« (Z) +h (i) = af(X)+Bf(Y)

0 1
10

flaX + BY)

Matrice : En choisissant A = (
ker(f) :

>, onaVX e My1(R), f(X)=AX.

X = (;) eker(f)ﬁf(X):Oz,lﬁ{ ngzg & X =0y = ker(f) = {021}

flaX + BY)

a d
2. Linéarité de f : Soient deux réels «, 5 et deux éléments X = (b) et Y = (e) de M3 1 (R)
aa + Bd
=f| ab+ e (r=aa+pd, y=ab+pe, z=ac+pf)

f
a d
c f ac+ Bf

_ (2(aa+ﬁd)—(ab+5e)+(ac+ﬁf)> _ <a(2a—b+c)+6(2d—e+f)>
(aa + Bd) + (ab + Be) + (ac + Bf) ala+b+c)+B(d+e+f)

= o () s () e sr)

Matrice : En choisissant A = (? _11 1) ,onaVX e E=M31(R), f(X)=AX.
ker(f) :
1
Y 2 —y+2=0 2¢—y+z=0 Pivot YTy
_ B r—y+z= r—y+z= ivot pour
R eker(f)@f(X)_OQ’lﬁ{ THy+2=0 {:){ By+2=0  Lye2Ly—Li ) ,_ 2
3
2 2 2 2
z 3 3 .
& X=|_1l |=z|_LleXeVet|_1]|=ker(f)=Vect|_1
3 3 3
z z z z
3. Linéarité¢ de f : Soient deux réels a, § et deux éléments X = (‘g) et Y = (fl) de M1 (R)
f(OZX+ﬂY) _ f o a +6 C :f Ofa/'i_ﬁc (a:”aa+ﬂc” b:”O[b-’—ﬁd”)
b d ab+ Bd '
(aa + Be) — 2(ab + Bd) a—2b c—2d
| 2(ea+Be) + (ab+6d) | 2a+b 2e+d|
= | (aa+B8e)—(ab+8d) | =% a=b | TP| cma | =X HBIX)
ab+ Bd b d
1 -2
Matrice : En choisissant A = ? _11 ,onaVX € E=9My,(R), f(X)=AX.
0 1
ker(f) :
a—2b=0
X = (Z) c€ker(f) & f(X) =021 & 2§j-bb::00 Sa=b=0c X =0y = ker(f) = {021}
b=0
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a d
4. Linéarité de f : Soient deux réels o, 8 et deux éléments X = [ b | et Y = | e | de M31(R)
f
a d aa + fd
flaX+8Y) = flaflb]+8]|e =f| ab+ Ge (x=aa+pd, y=ab+Pe, z=ac+pf)
c f ac+ Bf
5(ca + Bd) — 6(ac + Bf) a(5a —6¢) + B (5d — 6f)
= | 3(aa+5d)+ (ab+ pe)+3(ac+Bf) | = | aBa+b+3c)+ 5(3d+e+3f)
3(aa + Bd) + 4(ac + Bf) a(3a+4c) + B (3d + 4f)
5a — 6¢ 5d — 6 f
= al|3a+b+3c|+6|3d+e+3f| =af(X)+Bf(Y)
3a + 4c 3d+4f
5 0 —6
Matrice : En choisissant A= |3 1 3 |,onaVX e E="M3;:(R), f(X)=AX.
3 0 4
ker(f) :
T dx — 62 =0 5c—6z = 0 Piwot pour x
X = y| €ker(f) © f(X) =014 324+y+32z = 0 (¢ dy+33z = 0 Ly«—5Ly—3L
z 3x + 4z = 0 38z = 0 L3z« 5bL3—3L;
z=0
<~ y=0 & X = 0371 = ker(f) = {0371}
=0
correction de 1’exercice 3
1. Soient «, 8 deux nombres réels, X,Y deux éléments de M, (R), on a
flaX+5Y) = AlaX+5Y)—(aX+BY)B=aAX +BAY —aXB-8YB

= a(AX — XB)+ B(AY —YB) = af(X) + Bf(Y)
donc f est bien une application linéaire.
2. (a)
X € ker(f)@XEimg(R) et f( ):09512(R)
a b -1 0 a b a b -

= =) ()0 d)—<c )0 2)=6 b)
—a —b —a a-—1b —a 0

“ \a—c b-da) \-¢c c-d ©abfc 00
—a=0

a=0 0 c 0 1 0 0
o f a0 el @X—(C )=l 5)+e(p )

Par conséquent, tout vecteur X de ker(f) est combinaison linéaire de <(1) é) , (O 0) donc

ker(f) = Vect { <(1) (1)> : (8 (1)) } .

Montrons que cette famille génératrice est libre. Soient a,b deux réels tels que

(o)l =6 0)=G5)=0 0=

donc la famille est libre, ce qu’il entraine qu’il s’agit d’une base de ker(f).
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X € ker(f) & X € M(R) et f(X)=O0m,w
R A [ R TGO B
¢ d 1 -1)\c d ¢c d)J\1 -1 00
“a - —a+b —b 00 —b 0\ _ [0 0
< (a—c b—d)<—6+d —d) (0 O>®<a—d b)<0 0)
—b=0
0 d 0 1 0 0 0
d <:>X—<C d)_ <0 1)+c 1 0)

& a—d=0 & { b (
a
) - s 10 0 0
Par conséquent, tout vecteur X de ker(f) est combinaison linéaire de 1 o donc

b=0
0 1

ker(f) = Vect { <(1) (1)) ) ((1) 8) } .
Montrons que cette famille génératrice est libre. Soient a,b deux réels tels que
a<1 0)+b(0 0):<0 0)®(a 0):(0 o>®{ a=0
0 1 10 0 0 b a 0 0 b=0
donc la famille est libre, ce qu’il entraine qu’il s’agit d’une base de ker(f).

()

X € ker(f) & X e M3(R) et f(X) = Ogn,ym)
a b ¢ 0 0 O a b c a b c 0 0 O 0 0 O
& X=|d e fle [0 10 d e fl—-1|d e f 01 0J=1(0 0 O
g h i 0 0 2 g h i g h i 0 0 2 0 0 O
0 0 O 0 b 2 0 0 0 0 —-b -2 0 0 O
& d e f 0 e 2f| =10 0 O0)J&s[d O —-f]=]0 00
2g 2h 2 0 h 2 0 0 0 29 h 0 0 0 0
-b=0 —f= b=0 f=0
& —2c=0 20=0 &< c=0 g=0
d= h= d=20 h=0
a 0 0 1 00 0 00 0 0 0
& X=[0 e 0)=a|0 0 0)+e|l0 1 O)J+2|0 0 O
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
Par conséquent, tout vecteur X de ker(f) est combinaison linéaire de
1 00 0 0 0 0 0 0
00 0,0 1 0fJ,{0 0 O
0 0 0 0 00 0 0 1
donc
100 0 0 0 0 0 0
ker(f) = Vect 0 0 0)J,{0 1 0,0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 1
Montrons que cette famille génératrice est libre. Soient a, b, ¢ trois réels tels que
1 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 a=20
al0 0 O] +b|0 1 0)4+c|O0O O O)]=(0 0 O)J< (0 b 0]=(0 0 0] b=0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 ¢ 0 0 0 0

donc la famille est libre, ce qu'il entraine qu’il s’agit d’une base de ker(f).
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PHEC1

Oomt, ()

X € ker(f) e X e M3(R) et f(X)
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Par conséquent, tout vecteur X de ker(f) est combinaison linéaire de

o O~

o O O

S O O
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donc

Montrons que cette famille génératrice est libre. Soient a, b, ¢, d, e cinq réels tels que

o —o
oo o
+ coco

oS O O
S O O

= ) I

donc la famille est libre, ce qu’il entraine qu’il s’agit d’une base de ker(f).

Oor g (R)

X € ker(f) e X e M3(R) et f(X)
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Par conséquent, tout vecteur X de ker(f) est combinaison linéaire de
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donc
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ker(f)
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Montrons que cette famille génératrice est libre. Soient a, b, ¢ trois réels tels que

1 0 0 010 0 0 1 0 00 a b c 0 0 0 a=0
a{0 1 0]4+06]0 0 1]4+¢c|(0 O 0fJ=({0 0 0] [0 a b|=(0 0 0] b=0
0 01 0 00 0 0 0 0 00 0 0 a 0 0 0 0

donc la famille est libre, ce qu’il entraine qu’il s’agit d’une base de ker(f).

(f)
X € ker(f) & X e M3(R) et f(X) = Ogn,ym)
a b c 01 0 a b c a b c 01 0 0 0 O
&S X=|d e fle |0 0 1)|d e f]l—-|d e f 0 0 1]=(0 00
g h i 100 g h i g h i 1 00 0 0 0
d e f c a b 0 0 0 —c+d —a+e —b+f 0 0 O
& g h i|—|f d e]=10 0 0 |—-f+9g —d+h —e+i|=(0 0 O
a b c i g h 0 0 O a—1 b—g c—h 0 0 O
—c+d=0 —e+1=0
—a+e= —a+i1=0 c=h f=y9
& b+ f=0 b—g=0 &< a=1 d=h
_f+g_0 c—h=0 b:g €e=1
—d+h
i g h 1 00 010 0 0 1
< X=|(h i g]l=i|0 1 0)+9g(0 O 1|+4+A[1 0 O
g h 1 0 0 1 1 00 0 10
Par conséquent, tout vecteur X de ker(f) est combinaison linéaire de
1 00 0 10 0 0 1
01 0}, 0 1,1
0 0 1 100 01 0
donc
1 00 01 0 0

0 1
ker(f) =Vect{ [0 1 0],{l0 0 1],{1 0 0
00 1 100/ \o1o

Montrons que cette famille génératrice est libre. Soient a, b, ¢ trois réels tels que
1 00 0 1 0 0 0 1 0 0 0 a b ¢ 0 0 0

al0 1 0]+b6(0 0 1])4+¢c|1 0 0)=(0 0 0] |c a b]=[0 0 0] b=

0 0 1 100 010 0 00 b ¢ a 0 00 c=

donc la famille est libre, ce qu’il entraine qu’il s’agit d’une base de ker(f).
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