PHEC1 Correction feuille d’exercices n°26 2005-2006

correction de ’exercice 1

Nous utiliserons la caractérisation des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel.

A C My (R) qui est un espace vectoriel mais il ne contient pas 021 (I’élément nul de M3 1(R)) car 0+ 0 # 1 (il
parait méme que le résultat est égal a la téte a toto :-)) donc A n’est pas un espace vectoriel (un espace vectoriel contient
nécessairement le vecteur nul).

: B C M3 1(R) qui est un espace vectoriel.

B#10: 031 € B (I’élément nul de M3 1(R)) car 2x0—-5x0+0=0 et 04+0=0

Stabilité par combinaison linéaire : Soient X et X’ deux éléments de B ainsi que deux réels A et p. Il faut montrer que

x _ _ z - ’_
AX 4+ pX' € B, cest-a-dire que soient X = | y | avec { 2r =5y +2=0 et X' = [y | avec { 2r =5y +2z =0 il

— / ! __ Y
. y+2z=0 o y+2=0

Az + px’

R 2z + pa') = 5Ny + py') + Az +pz’) =0
! __ /

faut montrer que A\ X + uX' = ;\\y + ,uy/ appartient & B, 1.e.{ O + ') + Oz + p2) = 0
z+ uz

Pour cela, nous allons développer puis de regrouper les termes en A et les termes en p.
200 + p') =5y + puy') + Az +p2’) = A2z + By +2) +p2x =5y +2' ) =Ax0+ux0=0
Ay +py) + A+ p') = My+2)+py' +2)=Ax0+px0=0

ce qui montre que B est stable par combinaison linéaire. Par conséquent, ’ensemble B est bien un espace vectoriel.
Remarque : nous utilisons les coordonnées car l’ensemble B est défini par des relations sur les coordonnées.

: C C M3 1(R) qui est un espace vectoriel mais il ne contient pas 03 1 (I’élément nul de M3 1(R)) car 0+0—-2x0 =0 # —1
donc C n’est pas un espace vectoriel (un espace vectoriel contient nécessairement le vecteur nul)

@ : D C My 1(R) qui est un espace vectoriel.

D # () puisqu’il contient 02 1 (I’élément nul de M3 1(R)) car 02 + 0 = 0.

!/
Stabilité par combinaison linéaire : Soient X = (Z) et X' = <Z,) deux éléments de D ainsi que deux réels A et p. 1l

!
faut montrer que AX + uX’ € D, c’est-a-dire que soient X = (a) avec a’+b=0et X' = (Z,) avec (a')? + b = 0, il faut

b
Aa + pa’
Ab + b’
Pour cela, nous allons développer puis de regrouper les termes en \ et les termes en

montrer que AX + pX' = ( ) appartient & B, i.e. (Aa + pa’)? + (Ab+ ub’) = 0.

(a4 pa’)? 4+ Ab+ pb’ = Na® 4 2 paad’ + p*(a’)* + Ao+ b’

On ne voit aucune simplification possible et les termes de la somme n’étant pas linéaire en A, i, on se dit que D ne doit pas

. . . . 1 .
étre un espace vectoriel. Pour le justifier, il suffit de trouver un contre-exemple. On considére le vecteur X = _1> qui

appartient & D car 12 + (—1) = 0. Par contre, le vecteur 2X = (_2

2 > n’appartient pas & D car 2% + (—2) = 2 # 0 donc D

n’est pas un espace vectoriel.
Remarque : nous utilisons les coordonnées car l’ensemble D est défini par des relations sur les coordonnées.

0 a
¢ EC M3 1(R) et E # O puisqu’il contient 031 (I’élément nul de M3 1(R)) car 031 = [0 ] = [a+Db ]| aveca=b=0
0 b
donc 031 € E.
Stabilité par combinaison linéaire : Soient X et X’ deux éléments de F ainsi que deux réels A et p. Il faut mon-
a a
trer que AX + uX’' € E, c’est-a-dire que soient X = [a+b] et X' = [a +V' |, il faut montrer que AX + puX’' =
b v
Aa + pa’
Ma+b) 4+ u(a’ + ') | appartient & E, En développant et en regroupan les termes en \ et les termes en p, on obtient
b+ pbf
Aa + pa’ Aa + pa’ @
AX +pX' = [ Ma+b)+pld+V) ] =[Ma+b)+uld+b) | =|a+p] avec a = Xa+ pa’ et 3= \b+ ub
Ab + ub’ b+ pb Ié;

donc AX + uX’ € E ce qui montre que F est stable par combinaison linéaire. Par conséquent, I’ensemble F est bien un
espace vectoriel.

Remarque : nous utilisons les coordonnées car l’ensemble E est défini par des relations sur les coordonnées. Par contre,
l’ensemble E est défini par la forme de ses éléments et non des équations « basiques »
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0 a
8 = Z;Z aveca=b=0
0

b

: FCMy1(R) et E # 0 puisqu’il contient 041 (I’élément nul de M3 1(R)) car 041 =

donc 04,1 € F.

Stabilité par combinaison linéaire : Soient X et X’ deux éléments de F ainsi que deux réels A et p. Il faut mon-

a a

a—1b a —b

trer que AX + uX’' € F, c’est-a-dire que soient X = et X' = o , il faut montrer que AX + puX’' =

Aa + pa’
AMa —b) + u(a =)

Ma+b) + pla’ + V) appartient & F', En développant et en regroupan les termes en A et les termes en p, on obtient

b+ pbf
Aa + pa Aa + pa’ e
r_ | Qatpad) = (Ab+pb') | _ | Aatpad) = Ao+pb) | _ [a—p _ P ,
AX A+ pX" = Ma+pad)+ b+ pb) | | Qa+pa)+No+pt) | |a+p avec @ = Aa+ pua et §=Ab+ b
Ab + b/ Ab + b/ 8

ce qui montre que F' est stable par combinaison linéaire. Par conséquent, I’ensemble F' est bien un espace vectoriel.
Remarque : nous utilisons les coordonnées car l’ensemble F' est défini par des relations sur les coordonnées. Par contre,
l’ensemble F est défini par la forme de ses éléments et non des équations « basiques »

: G C My 1(R) qui est un espace vectoriel et G # () puisqu'’il contient 031 = (8) (Iélément nul de Mo 1 (R)) car

(3 6)0)-2)

Stabilité par combinaison linéaire : Soient X et X’ deux ¢léments de G ainsi que deux réels A et p. Il faut montrer que

AX + pX' € G, c’est-a-dire que soient X € My 1 (R) avec <? g) X =3X et X’ € My1(R) avec (? g) X' =3X', 1l faut

7 0) X +uX) = 30X + X)),
Pour cela, nous allons développer puis de regrouper les termes en \ et les termes en p

montrer que AX + pX' € My 1 (R) avec (2

ORI E e P ——

ce qui montre que G est stable par combinaison linéaire. Par conséquent, I’ensemble G est bien un espace vectoriel.
Remarque : nous n'utilisons pas les coordonnées car l’ensemble G est défini par des relations sur [’élément X directement.
: H C My 1(R) qui est un espace vectoriel mais il ne contient pas 021 (I’élément nul de My 1(R)) puisque l'on a :

G50 = 20 6)=C)= 50 #+06) 6

donc H n’est pas un espace vectoriel.
Remarque : nous n'utilisons pas les coordonnées car l’ensemble H est défini par des relations sur l’élément X directement.

0
: K C M3 1(R) qui est un espace vectoriel et G # () puisqu’il contient 031 = | 0| (I’élément nul de M3 1(R)) car
0

1 2 3 0 0
3 1 2 0]=10
2 31 0 0

Stabilité par combinaison linéaire : Soient X et X’ deux éléments de K ainsi que deux réels A et u. Il faut montrer que
1 2 3 1 2 3

AX 4+ uX' € K, cest-a-dire que soient X € Mg (R)avec [3 1 2| X =Xet X' €eM31(R)avec |3 1 2| X' =X',il
2 31 2 31

faut montrer que AX + pX' € M3 1 (R) avec AX 4+ pX') = (AX 4+ puX").

D W
W = N
=N W
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Pour cela, nous allons développer puis de regrouper les termes en A et les termes en p

1
3 AX +pX') =) X' =XMX) + p(X') = (AX + pX')
2

W = N
N W
N Lo o=
W = N

3
21 X +p
1

N Lo =
W = N
N W

ce qui montre que K est stable par combinaison linéaire. Par conséquent, I’ensemble K est bien un espace vectoriel.
Remarque : nous n'utilisons pas les coordonnées car l’ensemble K est défini par des relations sur l’élément X directement.

: L C My(R) et L # () puisqu’il contient 0y (I’élément nul de My (R)) car 0o = (O O) = ( 0 a) avec a = 0 donc

0 0 —a 0
0, € L.
Stabilité par combinaison linéaire : Soient X et X’ deux ¢éléments de L ainsi que deux réels A et p. Il faut mon-

/
trer que AX + puX’ € L, c’est-a-dire que soient X = ( 0 a) et X' = < 0, a) , il faut montrer que A\X + puX’' =

—a 0 —a 0
( 0 Aa + pa’

—da — p,a’ 0 > appartient a L, On a

!
AX 4+ pX' = (_/\aO— ! Aa—i(—)ua) = (_Oa g) avec a = A\a + pa’

donc AX 4+ pX' € L ce qui montre que L est stable par combinaison linéaire. Par conséquent, I’ensemble L est bien un espace
vectoriel.

Remarque : nous utilisons les coordonnées car l’ensemble L est défini par des relations sur les coordonnées. Par contre,
lensemble L est défini par la forme de ses éléments et non des équations « basiques »

M C Me(R) et M # O puisqu’il contient 0y (I’élément nul de My(R)) car 0 = (0 0> = <a Z) aveca=b=0

0 0 b
donc 0o € M
Stabilité par combinaison linéaire : Soient X et X' deux éléments de M ainsi que deux réels A et p. Il faut montrer que
, S . _{a b , _(a b\ . ;[ Aa+pa Ab+ pb
AX+uX" € M, c’est-a-dire que soient X = (b a) et X' = (b a) , il faut montrer que AX +puX’ = </\b’ b Aa+ pd
appartient & M. On a

! /
o= (G ) (5 ) w1

donc AX + uX’ € M ce qui montre que M est stable par combinaison linéaire. Par conséquent, ’ensemble M est bien un
espace vectoriel.

Remarque : nous utilisons les coordonnées car l’ensemble M est défini par des relations sur les coordonnées. Par contre,
l’ensemble M est défini par la forme de ses éléments et non des équations « basiques »

: N C M2(R) qui est un espace vectoriel.

N # ) puisqu’il contient Oy (I’élément nul de Mo (R)) car 0z = (8 8) = (8 fb) avec @ = b =0 donc 0, € N

Stabilité par combinaison linéaire : Soient X et X’ deux éléments de N ainsi que deux réels A et p. Il faut mon-

!
@ 0) et X' = (a 0 >7 il faut montrer que AX + pX’' =

/ 5 N . : —
trer que AX + pX’ € N, c’est-a-dire que soient X = (O ab 0 b

Aa + pa’
0 Aab + pa’t!
tiple du coefficient (1, 1), ce qui semble difficile. Pour le justifier, il suffit de trouver un contre-exemple. Apres quelques

tatonnements, on trouve X = (1 0> et X' = (_1 0) et X+ X' = <O 0> et 2 ne peut étre un multiple de 0 (a = 0,

appartient & N. Cela revient a dire que le coefficient (2,2) de cette matrice est toujours un mul-

0 1 0 1 0 2
ab = 2) donc N n’est pas un espace vectoriel.
Remarque : nous utilisons les coordonnées car l’ensemble N est défini par des relations sur les coordonnées. Par contre,
lensemble N est défini par la forme de ses éléments et non des équations « basiques »
c

@ 0 C Me(R) et O # 0 puisqu'il contient O3 (I’élément nul de Ms(R)) car 03 = b | avec

coco
coco
coo
|
oo o

a
c
b
a=b=c=0donc 03 €O

Stabilité par combinaison linéaire : Soient X et X’ deux éléments de O ainsi que deux réels A et p. Il faut montrer

a b c a b
que AX + puX’ € O, c’est-a-dire que soient X = | ¢ a b et X' = [ o ¥ |, il faut montrer que AX + puX’' =
b ¢ a voJd oo
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Aa+pa Ab+pb Ae+ pd
Ae+pud Aa+pa Ao+ pb | appartient & O, ce qui est ce qui est immédiat car
Ab+pb Ae+pud Aa+ pa

Aa+pa’ Ab+pb Ae+ pd a B v
M X +pX' = Ae+pucd da+pd XNo+pb | =y a B
Ab+ub A+ pd Aa+ pad 8 v «

avec . = Aa+pa, B=M+pub,y= A+ puc

donc AX +pX’ € O. Ainsi, O est stable par combinaison linéaire et par conséquent, ’ensemble O est bien un espace vectoriel.
Remarque : nous utilisons les coordonnées car 'ensemble O est défini par des relations sur les coordonnées. Par contre,
l’ensemble O est défini par la forme de ses éléments et non des équations « basiques »

: P C My(R) qui est un espace vectoriel et P # () puisqu’il contient 0y = <8 8) (Iélément nul de M2 (R)) car

EIED-6) « BHEI-CI-CIEY-CIE

Stabilité par combinaison linéaire : Soient X et X’ deux éléments de P ainsi que deux réels A et p. Il faut montrer

que AX + pX' € P, c’est-a-dire que soient X € 9My(R) avec (f ;) X=X <f g) et X' € My(R) avec (? 2) X' =
2 5

13 13 1 3)°

Pour cela, nous allons développer puis de regrouper les termes en \ et les termes en p

2 5 W (25 2 5\ ., 2 5 (2 5\ (25
(Y oxemra(® Daren(® Droax(? Deue D) -ox (2 3)

ce qui montre que P est stable par combinaison linéaire. Par conséquent, I’ensemble P est bien un espace vectoriel.

Remarque : nous n'utilisons pas les coordonnées car l’ensemble P est défini par des relations sur [’élément X directement.

1 Q C My(R) qui est un espace vectoriel et @ # () puisqu'’il contient Oy = <8 8) (Iélément nul de M2 (R)) car

COE D6 NED-( 9=

Stabilité par combinaison linéaire : Soient X et X’ deux éléments de @ ainsi que deux réels A et p. Il faut montrer que

AX + uX' € Q, cest-a-dire que soient X € My (R) avec (? g) X+X (? ;) =0z et X' € My(R) avec (? g) X'+
(2 5 5

2 2
1 3 1 3> (AX + pX') + (AX + pX') ( 5) = 05.

1 3
Pour cela, nous allons développer puis de regrouper les termes en A et les termes en
2 5 , N2 5\ _ 2 5 2 5 , 2 5 (2 5
<1 3> (AX+MX)+(AX+NX)<1 3> = [/\(1 3>X+u<1 3>X} + {AX (1 3) +puX (1 3)]

8 (@)l 8o ()

= )\X02+/L02202

X' <2 5) , il faut montrer que AX + pX’ € My(R) avec (2 5> AX + pX') = (AX + pX') <

X = 02, il faut montrer que AX + pX’ € Ma(R) avec

ce qui montre que () est stable par combinaison linéaire. Par conséquent, I’ensemble @ est bien un espace vectoriel.
Remarque : nous n'utilisons pas les coordonnées car I’ensemble Q) est défini par des relations sur I’élément X directement.

correction de I’exercice 2
: A est une combinaison linéaire de ey, es si et seulement si il existe deux réels A1 et As tels que

A1+ XA =3 Al+A = 3 A =1
A= )diep + Agea & “AMt+t=1 < 2o = 4 <:>{)\1:2 S A=e1+ 2e
2A — X =0 —3)y = -6 2

: B est une combinaison linéaire de e, es si et seulement si il existe deux réels A\ et Ay tels que

)\1 + )\2 =4 )\1 + )\2 = 4 Pivot pour )\1 )\1 + )\2 = 4
B = \ejthes & “Mt+th=1 & 2o = 5 Lo +— Lo+ Ly =4 2o = 5 Pivot pour Ay
2)\1 — )\2 =0 —3)\2 = —6 L3 — Lg — 2L1 0 = -1 L3 — 2L3 + 3L2
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ce qui est impossible donc B n’est pas une combinaison linéaire de eq, es.
: C est une combinaison linéaire de eq, es si et seulement si il existe deux réels A1 et Ao tels que

A+ =10 M+ = 10 N =7
C = Mep+ daex & “AMtXA=—4 & 2o = 6 @{)\1:3 & C =Tey + 3eqy
2\ — Ag =11 3\ = -9 2

@ : D est une combinaison linéaire de eq, e5 si et seulement si il existe deux réels \; et Ao tels que

A+ Ay =—1 Al+Xo = —1  Pivot pour \; o1
D = \ej + hes & “Mt+X=-3 & 2o = —4 Lo — Lo+ Ly = { A 1_7_2 S D =e; —2e9
2M — Xy =4 —3)2 = 6 L3« L3—2IL, 2T

: F est une combinaison linéaire de eq, es si et seulement si il existe deux réels \; et g tels que

A+ =1 M+ = 1 Pivot pour Ay
E = Mep+ Xes & M+t =-5 & 2o = —4 Lo+ Lo+ 14 = {
2)\1 - )\2 = 8 73A2 = 6 L3 — Lg - 2L1

A =3

A = —2 & F =3e; — 2ey

: B est une combinaison linéaire de ey, es si et seulement si il existe deux réels A\ et Ay tels que

A1+ X =10 M+ = 10 Pivot pour A\ M+ = 10
B = Meither & M+ =-2 < 2o = 8 Ly— Lo+ 1L & 2o = 8 Pivot pour Ao
2)\1 - )\2 =9 —3)\2 == —11 L3 < L3 - 2L1 0 == -8 L3 — 2L3 + 3L2

ce qui est impossible donc F' n’est pas une combinaison linéaire de ey, es.

correction de I’exercice 3
1. Le vecteur X est une combinaison linéaire de deux vecteurs e, es et es si et seulement il existe trois réels A1, Ag et A3

tels que
X = Mep + Ages + Azes.
x
Si 'on considére les coordonnées de X = [ y | , on peut écrire la relation précédente sous la forme d’un systéme, en
z

A1, Ag et A3 que 'on résout par pivot de Gauss.

AM+X+A3=2x A+ A+ A3 = T Pivot pour Ay
>\1+2)\2+2/\3=y = Ao+ A3 = y— Lo+ Lo — 14
)\1+2A2+3)\3:Z )\2+2)\3 = Z— L3<¥L37L1
M+ XA+ A3 = x A3 = zZ—=1 Al = 20 —y
= Ao+ A3 = y—x Pivot pour Ay & o = y—zxz—2z & Ao = —x+2y—=z
A3 = z—y Ls« L3— Lo A1 = 20—y A3 = —y+z
T
Par conséquent, tout vecteur X = [ y | de M3 1(R) est combinaison linéaire de ey, ez, €3, la combinaison est unique et
z

elle donnée par
X =2z —yler+ (—x+2y —2)ea + (—y + 2)es

2. Le vecteur X est une combinaison linéaire de deux vecteurs eq, es si et seulement il existe deux réels A1, A2 tels que

X = Me1 + Aaen

x
Si 'on consideére les coordonnées de X = | y | , on peut écrire la relation précédente sous la forme d’un systéme, en
z
A1, A que 'on résout par pivot de Gauss.
A+ A==z A+ Ay = T Pivot pour A\ AL+ Ay = T
M+2a=y < A9 = y—ax Ly—Ly—L; & Ao = y—x Pivot pour Ay
>\1+2)\2:Z )\2 = Z—X LgHLgle 0 = Z—Y L3<¥L37L2
Par conséquent, ce systéme n’admet pas toujours des solutions, c’est le cas ssi z — y # 0. Par exemple, le vecteur
1
X = | 1| n’est pas une combinaison linéaire de ey, e5.
2
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3. Le vecteur X est une combinaison linéaire de trois vecteurs eq, es et €3 si et seulement il existe trois réels Ay, Ay et A3

tels que
X = Ae1 + Aaea + Asés.
x
Si 'on considére les coordonnées de X = | y | , on peut écrire la relation précédente sous la forme d’un systéme, en
z

A1, Az et A3 que 'on résout par pivot de Gauss.

)\1+)\2—)\3:{L' )\1+>\2+)\5 = X Pi’UOtpOUT’)\l )\1+)\2+)\3 = X
MF2—4N3=y < Ao — 33 = y—a Lo—ILo—1 & Ao+ A3 = y—a Piwot pour Ay
A+ 20 —4X3 =2 Ao — 33 = z—x L3« L3—1, 0 = z—y Ls«— L3— Lo
Par conséquent, ce systéme n’admet pas toujours des solutions, c’est le cas ssi z — y # 0. Par exemple, le vecteur
1
X = | 1| n’est pas une combinaison linéaire de e, e, €3.
2
1 1 2 0
4. Le vecteur X est une combinaison linéaire de quatre vecteurs | 1|, 2],[3 ], 1] siet seulement il existe quatre
1 2 3 1
réels A1, Ao, A3 et Ay tels que
1 1 2 0
X=M|1]+X|2]+X[3]+X]|1
1 2 3 1
x
Si 'on considére les coordonnées de X = [ y | , on peut écrire la relation précédente sous la forme d’un systéme, en
z
A1, A2, A3 et Ay que I'on résout par pivot de Gauss.
A1+ Ao+ 2X3 = =z M+ X+ A3 = T Pivot pour A\
)\1+2)\2+3)\3+>\4 = Yy =4 )\2+)\3+)\4 = yYy—x Lo+ Ly — 1Ly
AM+2X 4303+ = 2 +Xd3+N = z—ax L3« L3—14
)\1 + )\2 + )\3 = T
& A4+A3+Xy = y—x  Pivot pour Ay
0 = zZ—Y Lg — L3 — L2
1
Par conséquent, ce systéme n’admet pas toujours des solutions, c’est le cas ssi z — y # 0. Par exemple, le vecteur ;
0
1 1 2 0
n’est pas une combinaison linéairede (1| ,[2],13],(1
1 2 3 1
correction de 1’exercice 4 T
Rappellons qu’une base (e1, .., ;) de M3 1 (R) est une famille telle que tout vecteur X = | y | de M3 1(R) s’écrit comme une
z

combinaison linéaire de (e, ..,e,) et que cette combinaison est unique. Autrement dit, le systéme linéaire en A, .., A, induit
par légalité X = A\jeg + - -+ + A\, doit étre un systéme (S,.) admet une et une seule solution, c’est-a-dire qu’il doit étre de
Cramer. Le systéme (S,.) est & r inconnues et 3 équations et ’on sait qu’un systéme de Cramer est nécessairement carré (la
réciproque est fausse !!). Par conséquent, pour que la famille (eq, .., e,) soit une base de Mz 1(R), il est indispensable que
r = 3 (la réciproque est fausse).
De cette analyse, on en déduit immédiatement que les familles By et Bs ne peuvent étre des bases.Il reste a traiter les trois
autres familles.
Le vecteur X est une combinaison linéaire de deux vecteurs ey, es et eg si et seulement il existe trois réels A1, Ay et Ag
tels que

X = Mer + Aoeg + Ases.

x
Si ’on consideére les coordonnées de X = | y | , on peut écrire la relation précédente sous la forme d’un systéme, en A1, Ao
z
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et A3 que 'on résout par pivot de Gauss.

AM+X+3 = o A+ A +3N3 = x Pivot pour A\ A+ A +3\3 = x
M=+ = y & —2X—2\3 = y—x Lo—Ls—11 & —2 o —2X3 = y—x Pivot pour Ao
)\1—)\2+)\3 = Z —2>\2—2)\3 = Z— L3<—L3—L1 0 = Z—Y L3<—L3—L2
0
Ce systéme n’admet donc aucune solution lorsque z —y # 0. Par exemple, le vecteur | 0 | n’est pas une combinaison linéaire
1

de la famille (e1, e2, e3) donc Ba n’est pas une base de M3 1 (R)

Le vecteur X est une combinaison linéaire de deux vecteurs ey, es et eg si et seulement il existe trois réels A1, Ay et A
tels que
X = Aieg + Ages + Azes.

T
Si ’on consideére les coordonnées de X = | y | , on peut écrire la relation précédente sous la forme d’un systéme, en A1, Ao
z
et A3 que 'on résout par pivot de Gauss.
M+ = A +A3 = T Pivot pour \ Al +A3 = T
A+A3 = y &< Aty = Y S At A3 = Y Pivot pour Ao
)\1+)\2 = V4 )\2—)\3 = Z—X L3<—L3—L1 —2>\3 = Z—T—Y L3<—L3—L2

Par conséquent, le systéme est de Cramer (systéme triangulaire a coefficients diagonaux tous non nuls) donc la famille Bj
est une base de M3 1 (R)
Le vecteur X est une combinaison linéaire de deux vecteurs ey, es et eg si et seulement il existe trois réels A1, Ay et A
tels que

X = Mer + Ageg + Ases.

T
Si ’on consideére les coordonnées de X = | y | , on peut écrire la relation précédente sous la forme d’un systéme, en A1, Ao
z
et A3 que 'on résout par pivot de Gauss.
AM+X+A3 = x A+ X+ A3 = T Pivot pour A\
A=A+ A3 = y & —2)\g = y—x Lo+ Lo—14
)\14’)\27)\3 = Z 72)\3 = Z—X L3<*L37L1

Par conséquent, le systéme est de Cramer (systéme triangulaire a coefficients diagonaux tous non nuls) donc la famille By
est une base de M3 1 (R)

correction de I’exercice 5
1. Premiére méthode (par caractérisation des sous-espaces vectoriels)
F C M3 1(R) qui est un espace vectoriel et F' # () puisqu’il contient 031 (I’élément nul de M3 1(R)) car

3 -2 1 0 0 0
2 -2 2 0)=1(0]=21{0
2 —4 4 0 0 0
Stabilité par combinaison linéaire : Soient X et X’ deux éléments de I ainsi que deux réels \ et p. Il faut
3 -2 1
montrer que AX + pX’ € F, c’est-a-dire que soient X € M3 1(R) avec [2 -2 2| X =2X et X' € M3 1(R) avec
2 —4 4
3 -2 1 3 =2 1
2 -2 2| X' =2X',il faut montrer que AX + uX’ € M3 1(R) avec |2 -2 2| (AX 4+ puX') =2(AX + pX').
2 —4 4 2 —4 4
Pour cela, nous allons développer puis de regrouper les termes en \ et les termes en pu
3 -2 1 3 -2 1 3 -2 1
2 =2 2| (ANX+pX)=X2[2 -2 2| X+ul2 -2 2|X =22X)+u2X') =20X + uX')
2 —4 4 2 —4 4 2 —4 4

ce qui montre que F' est stable par combinaison linéaire. Par conséquent, I’ensemble F' est bien un espace vectoriel.
Remarque : nous n'utilisons pas les coordonnées car l’ensemble F' est défini par des relations sur [’élément X directe-
ment.
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Seconde méthode (par espace engendré par une partie)

3 -2 1 3 -2 1 a a
X € FeXeMiR)et (2 -2 2| X=2X& (2 -2 2 bl =210
2 —4 4 2 —4 4 c c
da—2b+c=2a a—2b+c=0 a—2b+c=0 Pivot pour a
G o) 2T BR=20 S g gpyoe=0 0=0 Ly« Ly —2L
2a — 4b + 4c = 2¢ o o 2 2 !
2b—c¢ 2 -1 2 -1
& {a=20—ce X = b =b|1]|+c| 0] < X € Vect 11,10
0 1 0 1
Par conséquent, F' = Vect } est un espace vectoriel
92 _
2. D’apres la seconde méthode, la famille 1], est une famille génératrice de F' et pour montrer qu’il s’agit
0 1
d’une base, il suffit de montrer qu’elle est libre
2 0 20— =0
all]l+73 0 a=20 Sa=6=0
9 _
Par conséquent, la famille 17, 0 est bien une base de F.
0 1
correction de 1’exercice 6
On procede par les espaces engendrés par une partie.
a
2a—=5b+c=0
.X€F<=>X— Zc? 6%371(R)et{ bte=0
0= 3¢ —3c -3 -3
@{ - cX=|-c|=c —1 < X € Vect | -1
b=—c
1
-3
donc B = Vect [ —1 | est un espace vectoriel dont une base est (un vecteur non nul !)
1
a 1 0 1
[E]: XeEeX=(a+b|=a|1]+b[1] & X eVect{ |1 1
b 0 1 0 1
1 0
donc E = Vect 11,11 est un espace vectoriel. Montrons que la famille génératrice obtenue est libre
0 1
1 0 0 a=0
all]l+68[1]=10]<< a+=0 ©a==0
0 1 0 B=0
1 0
ainsi la famille 1]1,(1 est une base de E.
0 1
a 1 0 1 0
a—b 1 -1 1 -1
.XEF(:)X— arb| =1 +b 1 < X € Vect N
b 0 1 0 1
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1 0
donc F' = Vect 1 , 711 est un espace vectoriel. Montrons que la famille génératrice elle est libre
0 1
1 0 0 a=0
1 -1 a—p=0 .
aly | Al | = 8 atg=0 Te=F=0
0 1 8=
1 0
ainsi la famille } , _1 est une base de F.
0 1
[Gl:xeGox= (" emm®e (* ) (%) =3(¢
' b ' 1 3/ \b b
2a + 5b = 3a L _
{ a+3b=3b <:>a—b—0<:>X—02,1

donc G = {021} est un espace vectoriel nul.

0
: K C M3 1(R) qui est un espace vectoriel et G # () puisqu’il contient 031 = | 0| (I’élément nul de M3 1(R)) car
0
1 2 3 0 0
3 1 2 0]=10
2 31 0 0
a 1 2 3 a a
XeGeX=|b|leMiR)et [3 1 2 bl=1(0b
c 2 3 1 c c
a+2b+3c=a 2b4+3c=0 3a+2c=0 I 3a+2c=0 « Pivot pour a»
& 3a+b+2c=b & 3a+2c=0 << 264+3c=0 ' ! 2 o 20+3¢=0
2a+3b+c=c 2a+3b=0 2a+3b=0 9 —4c=0 | L3« 3L3—2L,
3a+2c=0
& 2b+3c=0 «Piwot pour b» ©Sa=b=c=0&X =02,

—31lc=0 L3 — 2L3 - 9L2

donc K = {031} est un espace vectoriel nul.
 Xelse X = 0 a =a 0 1 & X € Vect 0 1 donc L = Vect 0 1 est un espace vectoriel
' —a 0 -1 0 -1 0 -1 0

dont une base est (_0 (vecteur non nul !)

a b 10 0 1 1 0\ (0 1
.XGM@X:(b a): (0 1)+b<1 0)<:>Xevect{(0 1>,<1 0)}

a
10 0 1 . . L . .
donc M = Vect A est un espace vectoriel. Montrons que la famille génératrice obtenue est libre

N R R O R B P

ainsi la famille {(é (1)),((1) (1)>} est une base de M.
a b ¢ 100 010 0 0 1
0] Xeoex=(c a b|=al0 1 0]+b[0 0 1]+c[1 0 0
b ¢ a 0 0 1 1 00 010
1 00 010 0 0 1 1 00 01 0 0 0 1
& X € Vect 01 0},/0 O 1,11 0 O donc O = Vect 01 0}J,{0 O 1],{1 0 O est un
0 0 1 1 00 010 0 0 1 1 00 01 0
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espace vectoriel. Montrons que la famille génératrice obtenue est libre

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 O a b c 0 0 O
al0 1 0] +b|0 0 1])4+¢c|1 0 0)]=(0 0 O |c a b]=[0 0 0|<wa=b=c
0 0 1 1 00 010 000 b ¢ a 0 00
1 0 0 01 0 0 0 1
ainsi la famille 01 0}J,{0 O 1],1/1 0 O est une base de O
0 0 1 1 00 0 10
a b
:X€P<:>X:( )et
c d
2 5\ fa b\ _ [fa b\ (2 5 - 2a+5¢ 2b+5d\  (2a+b 5a+3b
1 3/ \ec d) — c d)\1 3 a+3c b+3d) \2c+d 5c+3d
2a+5c=2a+b b—5c=0 ate—d=0
2b + 5d = ba + 3b 5a+b—5d =0 . Ly +—— L3
a+3c=2+d atc—d=0 5a;—_b5—5_do—0 ‘
b+ 3d = 5c+ 3d b—5¢=0 =
- a;—_cs—cd_zo() «Pivot pour a» a+c—d=0 b= 5c
b—5C:O L2<—L2—5L1 b—5c=0 a:—C+d

) _(—=c+d b5¢\ (-1 5 1 0 -1 5\ (1 0 -
Par conséquent, on a X = ( c d> = C(l O)er(O 1) & X e Vect{<1 O>’<O 1)} donc P =

Vect { (_11 8) , ((1) (1)> } . Montrons que la famille génératrice obtenue est libre

—c+d=0

15 10\ (00 —c+d 5\ _ (0 0 be =0 o
C(1 0)+d<o 1)‘(0 o)‘:*( c d>_(0 0)‘:’ c=p Tc=d=0

d=20
. . -1 5 1 0
ainsi la famille { < 1 O> , <O 1) } est une base de P

;XeQ<:>X:<‘Z Z) et

25ab+ab25700@4a+b+5c5a+5b+5d700
1 3)\c d c dJ\1 3/ \0 O a+5¢c+d b+5c+6d) \0 O

4a+b+5¢=0 4a+b+5c=0 « Pivot vour ax 4a+b+5¢c=0
Sa+5b+5d=0 _ ) 15b—25c+20d=0 | PP ET S ] sb—serad=0 | 1)
a+5c+d=0 —b+15c+4d =0 L?<_4L2_L1 —b+15c+4d =0 2 g2
b+5c+6d=0 b+5c+6d=0 3 3o b+5c+6d=0
4a+b+5¢=0 4a+b+5c=0
- 3b—5c+4d =0 | «Pivot pour b» - 3b—5c+4d =0 1
40c+16d=0 | Ly« 3L3+ Lo 5¢+42d =0 Ly — L3
20c+14d =0 L4<—3L4—L2 10c+7d =0 L4<—§L4
4a+b+5c=0 d=0
3b —5¢+4d =0 L)e=0 o (00
5¢+2d =0 «Pivot pour c» b=0 “\0 0
3d=0 L4<*L472L3 a =

donc @ = {02} est un espace vectoriel nul.
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