PHEC1

Correction feuille d’exercices n°22

2005-2006

correction de l’eykercu‘le 1
1. S —_
(a) Sy = 7;2::1 n(n+1)
(b) On procede par récurrence en posant (Py) :

1
Initialisation N =1: S,

n=1

démontre (P1).

1
:Zn(n—i—l) -

1
Sy=1-——".
N N+1
1 1 1 1
— etl-——=1--=_doncS =1
11+ 29 111 2 one o1 11 e

et montrons que

N+1

1

Hérédité : Supposons (Py) vraie et montrons (Py41), i.e. supposons que Sy = 1 —
1
S =1-—.
N+1 N2
Py al 1 1
S = = —
N ; n+1 <g n+1> (N+1)(N +2) N+l

=Sn=1—1/(N+1)

. 1 ) 1 . 1 N+1 . 1
o N+1 N+2) N+1\N+2/) N +2

ce qui démontre (Py1) et achéve la récurrence.

N+ (N +2)

(c) Légalitée Sy =1 — ﬁ montre que la suite des sommes partielles (Sy)n converge, donc la série T; ﬁ
est convergente, et sa limite vaut 1, donc +ZOO # =1
ot 1)
1 Yo
2. On note Sy la N¢ somme partielle de la série 7; yrCREE lLe. Sy = nzl mZ_1

Comme mentionné dans l'indication, on commence par montrer 'identité algébrique proposé

Montrons par récurrence que Sy =

1 11 _12n4+1-(@2n-1) 1 1

2\2n—1 2n+1) 2@2n-12n+1) @n+1)2n—-1) 4n2-1
1 1 1 1
—(1- t Sy==(1-———).
2( 2N’%1>enp%ml(PN) N 2( 2N’%1)

1

111

Initialisation N =1 : 5;

1
224712—1:
n=1

ce qui démontre (Py).

ix12-1 393

t —

1 1
(1—W)—3dOHC51—

Lo 1
2 2x1+1

1 1
Heérédité : Supposons (Py) vraie et montrons (Py1), i.e. supposons que Sy = B (1 T aN T 1) et montrons que
1 1 1 1

S = (1l-— == (1= ——.

Nt 2( ﬂN+1%H> 2< 2N+3>
g %fgj;f_ i: A 1 R 1 ~ 1

M L1 (&1 ) TAN 121 2 OIN+1)  2\2(N+1)—-1 2(N+1)+1

—_—

—Sn

[ CRE U S
2 2N+1 2N+1 2N+3

ce qui démontre (Pn41) et achéve la récurrence.

1
L’égalité Sy = N T3

1
(1=
o

est convergente, et sa limite vaut

>:

) montre que la suite des sommes partielles (Sy)n converge, donc la série Z

, donc Z Iz

1
(1_2N+3>

1
2

correction, de I'gxercice 2 nn+1)—n?—(n+1) -1 1 1 1
L) s . <ol L 1
n n+l n2 n?(n+1) n?(n+1) n n+1l  n?
—1)=n2 _ —
1 11 :(n 1) —n?+n(n 1): 1 <0:>i< 11
n? n—1 n n?(n—1) n?(n—1) n? " n—1 n
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(b) On somme l'encadrement précédent sur n € [2, N] (la valeur n = 1 n’étant pas possible pour la question 1.a), ce

qui nous donne
N N N
1 1 1 1 1
I - = < — < - =
() Z(n n_|_1> an z_:(n_l n)

n=2

En utilisant le principe des dominos, on a

Y /1 1 N1 Mg N 4
n,;(””"'l) - 257 =n+1k:f+1ZE7

Y1) 1 i 1 1 1
= (n_ﬂ)*g‘qgn TNT1) T2 NAd
N 1 1 Ny N 4 N1, N No1y Ny
;<n1‘n> R R D el DD i Dire) B
=) 1 =1l 1
()
S A |
2z = LIl
L’inégalité (I) combinée aux égalités précédentes nous donne
%‘NllgTN_lgl_% g_Nil\TN\Q_%
(c¢) L’inégalité Ty < 2 — % < 2 montre que la suite (Ty) est majorée par 2.
N+1 N 1
(d) TNH—TN:;ﬁ—;ﬁ:m}Odonc la suite (T) est croissante.

1
(e) La suite des sommes partielles (T ) de la série Z — est croissante et majorée donc elle est convergente, ce qui
n=1 n
1
implique que la série Z — est convergente.
n
n>1
(f) Puisque la suite (T) est convergente, chaque membre de I'encadrement de la question 1.b) est convergente, ce
qui nous permet de faire tendre N vers +oo dans cet encadrement, ce qui nous donne

3 1 1 3 X1
li S —— )< lim Ty < I 2 - — <) =<2
Jim (G- 5) < m mes i (-5 @5 Y

n=1

2. (a) On procede par un calcul direct

VN+1 -V = UN+1 —ln(N+2) — [UN —IH(N—‘r 1)] = UN+1 —Upn —IH(N—|—2) +ln(N+ 1)
pnal IR | 1
= 2N T m(N+2)+In(N+1)=—— —In(N+2)+In(N+1) >0
;n ;” n(N +2)+1In(N + 1) N1 n(N +2) 4+ 1In(N + 1)

(en remplacant = par N + 1 dans la majoration proposée), ce qui montre que la suite (Vi) est croissante.
1
1
by i=U; —In(1+41) = Z — —In2=1—1In2. La suite (Vi) est croissante donc
n

n=1

YN>1, Vy>2VieUy-In(N+1)>1-n2>0= Uy >In(N +1)

(c) Puisque NlirJIrl In(N + 1) = 400, la minoration Uy > In(N + 1) entraine que NliIE Un = +o00. Par conséquent,
— 400 — 100

1
la série Z — est divergente.
n

n>1
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correction de I’exercice 3

1 . .
1. (a) SN = Eio m donc SN+1 - SN = m > 0 donc la suite (SN)N20 est, croissante.
. _ 1 1 _
(b) Puisque 'one® +e ™™ > ¢€" >0donc ———— < — =e ™.

en + e—n = eTl

(¢) En sommant sur n € [0, N|| 'inégalité de la question 1.b), on a

Yoo al u 1—(e"H)N+L 1 e=(N4D)

R B I B r= s e

(d) La suite des sommes partielles (Sy) étant croissante, pour montrer qu’elle converge, il suffit de montrer qu’elle est
majorée (par une constante indépendante de N). Puisque e~ (N+1) > 0, la majoration de Sy obtenue a la question
l.c), on a

1 1 e

Sy < = —
NS 1 et 1 e—-1

. . . ., € .
Par conséquent, la suite des sommes partielles (Sx) est croissante et majorée par 1 donc elle converge, ce qui

. - 1 . e Lo = 1 e
entraine la convergence de la série g — et lim Sy < ——, ce qui signifie que E < .
>Oe”—|—e*” N—+00 e—1 et e e—1
n= n=

2. (a) On somme sur n € [1, N]] encadrement proposé par ’énoncé, ce qui nous donne

1

2)  (Vn+ —\/ﬁ)gzﬁgzz(\f—m—m

Par le principe des dominos, on a

> (FT-vA) = LT3 VE o S Vi3

N+1

- zf—zf_[z\Mﬁ
= VN+1-1

\ﬁ+2\/ﬁ]

N
De méme, on a Z (\/ﬁ —v/n— 1) = /N, ce qui entraine 'encadrement demandé

YN >1, 2(\/N+1—1><TN<2\/]V.

(b) Puisque lim 2 (\/N +1- 1) = +00, la minoration Ty > 2 (\/N +1- 1) entraine que lim Ty = +oo, ce
—+00 N—+o0
qui implique que la série Z \f est divergente.

n>1

correction de 1’exercice 4
1. On encadre la fonction sous l'intégrale
1 1 " "

Vee[0,1], 1<14+t<2e-<—<1= (0)— < <t
€01} + 2 T 14t t20( )2 14+t

puis on intégre sur [0, 1] (ce qui est licite par I'intégration porte sur des bornes croissantes)

1 1 _
tn i 1 1
Z/Odt / /t"dt = =0<1, <
1—|—t n+1],_., n+l n+1
0 0

1
Puisque lim = lim 0 =0, le théoréme d’encadrement implique que lim I, = 0.
n—+oon + 1 n——+oo n—-+too
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2. On utilise la linéarité de I'intégrale

1 1 1 1 1
tn tn+1 t7l+tn+l 1+t 1
I+ I = dt —dt= | —dgt= gt = [ ¢rdt = .
tnt /1—|—t +/1+t / 1+t / 1+t / n+1
0 0 0 0 0

3. On procéde par récurrence en posant (Py): Sy = Ip — (—1)V 1 n .
0
e tsgs (—1)" (=1°
Initialisat N=0:5 = — =1let
nitialisation 0 ngzo ol - 011 e

In— (D)L =L+ = ——=1

0o—(=1) 0+1 o+ 11 01

(question 2) donc Sy = Iy — (—1)°"1 141 ce qui démontre (Pp).

Hérédité : Supposons (Py) vraie et montrons (Py1), i.e. supposons que Sy = Iy — (—1)¥*1Ix,; et montrons que
Sni1=1Io — ()N F2Ino.

N+1 N " N+1 N+1
= =y~ (-1) N+1 (-1
SNyl = = =1y — (—1)VHI S
N+ ;nJrl ;n+1 TN 2 e A A
—Sn
.. . 1 1 .
En utilisant la relation In4o + Iny1 = N2 S Ing = Ni2 o Inyo, on obtient

1 (_1)N+1 (_1)N+1 (_1)N+1
S = Iy— (-1)NH! -1 =]y —— —NHT —
N o= (=1) Nz N2 )t TN 0" Nz TN T et S

= To+ (=D)""npo = To = ()Y Inga = Io = (1) (=1)*Ins2 = Lo — (1) Iy
ce qui démontre (Pn41) et achéve la récurrence.

4. Puisque NhI-rs-l Iny2 =0, on en déduit que Nhr-Il-l (=D)N*1 Iy, = 0 et la relation Sy = Iy — (—1)N¥+1 Iy entraine
—1)" "
+)1 est convergente, donc la série Z " +)1

n>0 n>0
converge. En outre, la suite des sommes partielles converge vers Iy donc

que lim Sy = Iy. La suite des sommes partielles de la série Z
N ——+oco

1

1
+oo n 0
(1) /t / 1
=1Iy= dt = | ——dt=[In|1+t¢ =1In2
g T 0 1 111 (I [1+ ;25 = In
0 0

correction de I’exercice 5
Pour commencer, on se rappelle que

e les séries > xF, 3 ka®, > k(k — 1)z*, Y k%z* convergent si et seulement si x €] — 1,1 et que
k>0 k>0 k>0 k>0

d +oo d 1 d2 T d2 1
o g )4 BB
—+00
Zkl‘kil - 1—x2><arzkz l—m Zk 71 1—x3><$2k 71 (1_37)3

YV

m

k=0 k=0 k=0 k=0
:L.’ﬂ —+o0 xn
e lasérie  — converge pour tout réel = et que Z — = exp(x)
n>0 v
(n ~1) 1\" 1 7
@) La série > = > n(n—1)( -] converge puisque — €] —1,+1[ et 'on a
n>0 n=0 5 o

n=0 n=0

S-S 1"“@25
> = => n(n 1)<5> ( -
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" 1
b) La série Z — = Z () converge puisque £ €]—1,+1[ et l'on a

n>1

1

2
o] 2 +o00 n +oo n +oo n 2x | = —
n o (1 1 1 <5> 5 15
= — — -1 — — = = —
25T (5) 2 e )<5) +;”(5> AN

(“5)3 (“5)2 N

\" \" 1
=4 n? <> +5>Y n (5) converge puisque 5 €] — 1, +1[ (par combinaison linéaire de deux
n=0

)l La série >—

n=0
séries convergentes) et I'on a

Zw _ 42 (>n+5§n<;)n:4[§n(n—l)(;>n+§fn<;)n

n=0 n=0 n=0

1\? 1
2 —
X<5) 5 25 55
+7—7

13+ 1\ 2 16 16
1- 2 1- =
(-5) (-3)

n 1 n 1
) La série > (= ) =>n (—3) converge puisque —3 €]—1,+1[ et I'on a

n>1 n=>0
400 n +oo n —_——
(—1) n _ Zn 7} _ 3 — 73
3n 3 1

—1)"n? " " 1" 1
€) La serie > (Gt = > n? (—3) = > nn-1) (—3) + > n (—3) converge puisque ~3 €] — 1,41 (par

3n
n>1 n=0 n=>0
combinaison linéaire de deux séries convergentes) et l'on a

B - S () - B (B3

n=1 n=0

1 2
2 x <) ,1
3 3 3

) )T

-1 1\" 1
B La série > (=)"n(n—1) = > nn—1) <—3> est convergente puisque —3 €]—1,+1] et on a

n=2 37' n=0

fw :fn(n—l) <_1>": 2X<_;>): 3
-(5)

1
— = Z converge (série exponentielle) et Z — =exp(l) =e

La série ).

n>0 n' n>0 T n=0 T
4(—1 n+1 1)"
La série > % -4y (=1 converge (série exponentielle) et 'on a
n>0 n. ns0 7!
+oo n+1 +o0 (_1)n 4
Z =-4)" —— = —dexp(-1) = ——
n=0 n=0
_ on on on 2k+1
La série ne > n—| =3 Z =2 Z — est convergente (série exponentielle) et 'on a
n=0 n! n>1 M- nx=1 (n - 1)' k= k=0 k>0
+oo +oo +o0 ' +00 ok41 Ix 9k
n2" n2" 2n 25
PR ED DE D D s Zk'_QeXp =2¢’
n=0 n=1 n=1 k=0
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Eﬂ 3n 3k7+1 3k: 3k:
La série —_— = =3 — =3 — | — 1| est convergente (série exponentielle) et 'on a
7§0 (n+1)! k=n+1 k§1 k! =1 k! kgo k! & ( P )
oo 00 akt1 T ok [(Jroo k) ]
3" 3 3 3
Z | hen | I |
= (n+1)! k=n+1 — k! = k! Pt k!
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