PHEC1 Correction feuille d’exercices n°18 2005-2006

correction de I’exercice 1

2
1. (a) La fonction f est dérivable sur R (c’est un polynome) et sa dérivée est f/(z) = Grr 1) >
x
T 0 +00
f'(x) +
2/3
f() /
0
Ensuite,
:zc>1<:>3x+1>2:>(3a:+1)2>4<:>#<}:>f’(3c)<1
~ 3 - - (Bz+1)2 " 4 S 2

N

1
et comme f’(x) > 0, on a donc 0 < f'(z) < 5 ce qui implique que Vz € [0,1], |f'(x)] <
1 1
(la distance de f'(z) a 0 est au plus la distance de 0 @ 3 c’est-a-dire 5)

_ 2 1— 1 1
(b) flx)—z= xSx jxl _ xgm +311') > 0 sur [0, 3} et <0 sur [3,+oo [

D’autre part, f(z) =z < f(z) —2=0&1a € {0,;}

(¢) D’apres la question 1.a), la fonction f est croissante sur Ry et l'on a
1 1 1 1 1 12 1
1)) = bos G = loa] < o] s (3o]) = 53] < o3

1 1
2. (a) u, € {O, 3] : On procede par récurrence en posant (Py,) : u, € [O, 3}

1
Initialisation : v € {0, } d’aprés 1’énoncé donc (Py) est vraie.
3
1 1 1 1
Heérédité : Supposons que (P,,) est vraie. u, € {O, 3} donc f(u,) € f <[0, 3}) C {O, 3} (par stabilité de {0, 3]
1
par f, d’aprés la question 1.c)) donc up4+1 = f(uy) € |0, 3| ce qui démontre (P, 1) et achéve la récurrence.

1 1
Monotonie de u : Puisque f(z) —x > 0 sur [0, 3} et que Vn e N, u, € [0, 3] , on en déduit que f(uy,) — up >

0 & Upt+1 — Uy = 0 donc la suite u est croissante.

1 1
(b) La suite u est croissante et minorée par 3 donc elle converge. Sa limite L est un point fixe de f donc L € {07 3} .
Premier cas : ug =0 alors Vn € N, wu, =0 donc L =0.

1 . . .
Second cas : 0 < ug < 3 La suite u est croissante donc Vn € N, wu,, > ug donc L > ug. Puisque ug > 0, on a

1
L > 0.et donc L = 3"

1
3. (a) On procede par récurrence en posant (Pp) : u, € [3, —&—oo[

1
Initialisation : ug € {3, —l—oo{ d’apres I’énoncé donc (Py) est vraie.

1 1 1
Heérédité : Supposons que (P,,) est vraie. u, € [3, —|—oo[ donc f(u,) € f ({3, “+o0 D C [3, —|—oo[ (par stabilité

1 1
de {3, +00 { par f, d’apres la question 1.c)) donc up41 = f(uy,) € 3’ +oo| ce qui démontre (P,+1) et acheéve la
récurrence.
1 1
Monotonie de u : Puisque f(z) —a < 0 sur {3,—&—00[ et que Vn € N, wu, € [,—I—oo[, on en déduit que

3
fluy) —un <0S upyy — uy, < 0 donce la suite u est décroissante.

et c’est un

Wl =

. . . 1 - .
(b) La suite u est décroissante et minorée par 3 donc elle converge. Sa limite L est nécessairement >

1 1
point fixe de f donc L € {0, 3} , ce qui entraine que L = 3

www.mathematiques.fr.st 1 abdellah bechata


http://abdellah.bechata.free.fr

PHEC1 Correction feuille d’exercices n°18 2005-2006

(¢) La question 1.a) permet d’utiliser I'inégalité des accroissements donc on a :

Vo€ |gtoo] L 1) = S0 < 5l -l

1 1 1
En évaluant cette inégalité en © = u,, (qui appartient & [3,—|—oo {) ety = 3 (qui appartient aussi a [3, —l—oo{

1 1 1
!) puis en utilisant que f(u,) = upy1 et — | = = (puisque — est un point fixe de f donc il est solution de
3 3 3

f(x) =), on obtient que :

1 1 1
V S N7 n Y < a m = 5"
" Hnt 3‘ 2" 3’
1 1 1
(d) Posons (Py,): " |un — ‘ < o ’uo — 3‘ "
Initialisation : — L LI d L1 L déduit que (Pp) est
nitialisation : — |ug — =| = |ug — =| = |ug — =| donc |ug — =| < = |up — =| et on en déduit que es
50 Y0~ 3 03 073 0~ 3 20 |40 T 3 q 0
vraie. ) )
1
Hérédité : Supposons que (P,,) est vraie. Nous avons donc |u, — 3‘ < on ug — 3 et la question précédente
1o . 1 1 1
nous fournit 'inégalité |u,4+1 — 3 < 3 Uy — 3 donc
1 < 1 1 < 1 y 1 1 1 1
Upt1— 5| S5 |un— 5| <5 X 57 U0 — 5| = 5007 |U0— 5
T3 2 3] 27 on |0 3| T 2 03
ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.
1 1 1 1 1
(e) On sait que |u, — 3 < o Uy — 3 = o X 3 et on veut que |u, — 3‘ < 107%. 11 suffit de demander que
1 1 14
Uy, — 3’ < on X 3 < 10’4, c’est-a-dire que
3 —4
LM e L3 ciotanm() <m (2 <107 & >ln(14><1O )
— X — < — < — nin{ - <n|— nz
AL 3 2n 14 2 14 In(1/2)<0 1 1
nl=
2
In % X 10—4>
Puisque ~ 15.51 + 102, on peut choisir n = 16.

correction de ’exercice 2
1. (a) Lafonction f est croissante sur [0, 2] (comme composée de deux fonctions croissantes) donc f ([0, 2]) = [f(0), f(2)] =

[1’ \/ﬂ C [17 2]

Ensuite, la fonction f est dérivable sur [1,2] (car z +— x + 1 lest, z + 1 > 0 sur [1,2] et  — /7 est dérivable sur
RY) et l'on a

, _ 1
P = 57T

N |

= |f'(2)] <

N | =

Vr € [1,2], et Vr+1>21=0<f(2)<

1 1
(la distance de f'(x) a 0 est au plus la distance de 0 @ 2 ¢’est-a-dire 5)

(b) f(z) =< vz +1=x. Par conséquent, x est nécessairement positif (car une racine carrée l’est toujours) donc

{1\/5 1+\/5}

Vitl=zoz+l=2c’—z—-1=0szc¢c

z et x+1>0

2 72

1++5 1++5

5 € [0,2] donc r = 7

Evidemment, seul
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2. (a)

On procede par récurrence en posant (Py,) : u, € [0, 2]

Initialisation : ug = 0 € [0,2] donc (Py) est vraie.

Hérédité : Supposons que (P,,) est vraie. u, € [0,2] donc f(u,) € f([0,2]) C [0,2] (par stabilité de [0,1] par f,
d’apres la question 1.a)) donc up4+1 = f(uy) € [0,2] ce qui démontre (P,,41) et achéve la récurrence.

1 : . . . .
[t — 7| < 3 |u, — 7| : La question 1.a) permet d’utiliser I'inégalité des accroissements donc on a :

vey€l0,2, 1)~ F)l < 5le -yl

En évaluant cette inégalité en © = u,, (qui appartient a [0,2]) et y = r (qui appartient aussi a [0,2] !) puis en
utilisant que f(up) = uny1 et f(r) = r (puisque r est un point fixe de f donc il est solution de f(zr) = z), on
obtient que :

1
VnGN, |Un+1 *7”‘ < §|un*7ﬁ"

1
[un — 7] < 5T Posons (Py,) : " |un — 7| < T "
1
Initialisation : |ug — 7| = |0 — 7| = r < 2 (question 1.b)) et 501 = 5-1 = 2 donc |ug — r| < 201 et on en

déduit que (Py) est vraie.
1

o1 et la question précédente nous

Hérédité : Supposons que (P,,) est vraie. Nous avons donc |u, —r| <
s . 1
fournit 'inégalité |u,41 — 7] < 5 |y, — 7| donc

1 1

X

2n71 an

M| —

1
[tng1 — 7] < B [un, — 7] <

ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.
Déterminer alors lim wu, ainsi qu'un entier N tel que |uy —r| < 1079,

n—-+o0o

A T’'aide d’un tableur, donner une valeur approchée de r & 10~° prés.

11 suffit de demander que < 1079 (dans ce cas, |u, — 7| < <107?) et 'on a

anl = 2n71
1 1 In10~? In10~?
<109 m-Dh(-)<nl™® & n-1>—"0  on>l+—ro
on—1 2 In(1)<0 1 1
2 In| = In| =
2 2
In10~?

Puisque 1 + ~ 30.89 + 1072, on en déduit qu’il suffit que n soit plus grand que 31.

m(;)

A B
1 n suite u
2
On a r =~ ug; £ 1072, En utilisant le code suivant dans le tableur. 3 0 . on obtient
4 1 =(B3 +1)~(1/2)
34 | 31 | =(B32 +1)°(1/2)

u31, ce qui nous donne r ~ 0,6972243623 £+ 10~? (on conserve 9 décimales)

correction de I’exercice 3

1. (a)

2
La fonction f est dérivable sur R (c’est un polynome) et sa dérivée est f/(z) = 2

x 0 1
f'(x) +
4/5
f(=) /
3/5
. . 3 4
La fonction f étant croissante sur [0, 1] et f([0,1]) = [5, 5} C [0,1].
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(b)

1 -1 1
f(x)m@5(3+9:2)x@3+x25x0@x€{5 2\/73,5+2\/73}.

5—+13
Par conséquent, 'unique point fixe 7 € [0,1] est r = — (puisque 32 < 13 < 4%, on a 3 < V13 < 4)

2 2 2
Ona: f'(z)= 7 donc Vz € [0,1], 0< f'(z) < 7 ce qui implique que Vz € [0,1], |f'(z)] < 5
2 2
(la distance de f'(x) a 0 est au plus la distance de 0 a 5 ¢’est-a-dire 5)
On procede par récurrence en posant (P,,) : u, € [0,1]
Initialisation : ug € [0,1] donc (Py) est vraie.

Hérédité : Supposons que (P,,) est vraie. u, € [0,1] donc f(u,) € f([0,1]) C [0, 1] (par stabilité de [0,1] par f,
d’apres la question 1.a)) donc up41 = f(un) € [0,1] ce qui démontre (P,,+1) et achéve la récurrence.

2 . - . . .
[tny1 — 7| < E |un, — r| : La question 1.c) permet d’utiliser I'inégalité des accroissements donc on a :

Ve,y € 0,1, 15 - fWI < Fle ol

En évaluant cette inégalité en = u,, (qui appartient & [0,1]) et y = r (qui appartient aussi a [0,1] !) puis en
utilisant que f(u,) = un41 et f(r) = r (puisque 7 est un point fixe de f donc il est solution de f(z) = z), on
obtient que :

2
Vn €N, funpr =7 < S lun =7l

2\" 9
lun — 7] < <5) : Posons (Py,) : " |u, — 7| < (g)n "

9\ © 1\ 0
Initialisation : |ug — 7| = |0 — 7| = r < 1 (question 1.b)) et <5> =1 donc |ug — 7| < (2) et on en déduit
que (Pp) est vraie.

2 n
Heérédité : Supposons que (P, ) est vraie. Nous avons donc |u, — r| < <5> et la question précédente nous

fournit 'inégalité |u,11 — r| < 3 |1y, — 7| donc

n n+1
[tpt1 — 7] §g|un—r| gg g _ 2
5 5\5 5

ce qui démontre (P,,11) et achéve la récurrence.

2\" 2\"
11 suffit de demander que <5) < 107! (dans ce cas, |u, — 7| < <5> <1071 et l'on a

2\" 2 10In1
() <1070 e nln(-) < -10ln1l0 < n>— 0 n2 0
g 5 In(2)<0 )

10In 10

Puisque — ~ 25.13 £ 1072, on en déduit qu’il suffit que n soit plus grand que 26.

A B
1 n suite u
2
On a r ~ ugg + 10719, En utilisant le code suivant dans le tableur. 3 0 0 , on obtient
4 1 =(1/5)*(3+(B3)"2)
29 | 26 | =(1/5)*(3+(B32)"2)

Uag, ce qui nous donne r ~ 1,618033989 + 102 (on conserve 9 décimales)
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correction de I’exercice 4

1. (a)

x
La fonction f est dérivable sur R et f/(z) =1 — 5 qui s’annule pour x = 2 donc son tableau de variation est

donné par
x —00 2 +00
f'(x) + -
3/2 +o0
f(x) /! N
—00 —00

1 1
Points fixes : f(a?):x@x—i—i(?—xg):x@O:1(2—:62)(:)37::&\/5

La fonction f/(z) =1— % est décroissante (fonction affine de coefficient " directeur " —1) donc Vx € [1,2], 0=
1 1
7)< @) < F(1) = 5 done Ve € 12, If(a)] < 5
1 1
(la distance entre f'(x) et 0 est au plus la distance entre 0 et 5 c’est-a-dire au plus 5)

La fonction f est croissante sur [1,2](C] — 00,2]) donc f([1,2]) = [f(1), f(2)] = [; g] C [1,2] (je ne fais pas le

tableau, mais pensez a le faire)

On proceéde par récurrence en posant (P,,) : u, € [1,2]

Initialisation : ug =1 € [1,2] donc (Py) est vraie.

Hérédité : Supposons que (P,,) est vraie. u, € [1,2] donc f(uy) € [1,2] (par stabilité de [1,2] par f, d’apres la
question 1.a)) donc u,11 = f(un) € [1,2] ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.

La question 1.b) combinée au fait que f est dérivable sur [1, 2] permet d’utiliser I'inégalité des accroissements donc
on a:

veye L2 1f(@) - fw)l< g le -yl

En évaluant cette inégalité en & = u, (qui appartient a [1,2]) et y = v/2 (qui appartient aussi a [1,2] !) puis en
utilisant que f(uy,) = up41, On obtient que :

1

un_ﬁ\.

1
Posons (Pn) " |un — \/5’ < (§)n "

Initialisation : |u0 — \/§| = ’1 — \/§| < 1 (puisque la distance entre 1 et V2 ne peut excéder la distance entre 1

1\
et 2 donc elle est moindre que 1). Ensuite <2> =1, on en déduit que (Py) est vrai.

1 n
Heérédité : Supposons que (P,) est vraie. Nous avons donc |un -2 | < (2) et la question précédente nous

fournit I'inégalité }unﬂ — \/5’ < % {un — \/§| donc

1 1/1\" [/1\""
w =V < 3 -V <5 (3) = (5)
ce qui démontre (P,+1) et achéve la récurrence. . .
Puisqu’une valeur absolue est toujours positive, on a : 0 < |un - \/5’ < (;) et la suite (;) tendant vers 0,

le théoréme d’encadrement montre que lilzrrl |un -2 | = 0, c’est-a-dire u, _J- V2 (la distance entre u,, et
n—-1+:0oo nN—1+00

V2 tend vers 0)

n

1\" 1
11 suffit de demander que (2> < 1072 (dans ce cas, |un — \/§| < (2> <107%) et I'on a

\" 1 91n 10
<> <10—9<:>n1n(2><—91n10 o p>_on

2 In(3)<0 - In (1)
2

9ln 10
- ~29.90 + 1072, on en déduit qu’il suffit que n soit plus grand que 30.

m(;)

Puisque —
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A B
1 | n suite u
2
e) On a v2 ~ uso + 1072, En utilisant le code suivant dans le tableur. 3 1 | on
(e)
4 1 =B3+(1/2)*(2-(B3)"2)
33 | 30 | =B32+(1/2)*(2-(B32)"2)

obtient usg, ce qui nous donne v/2 ~ 1,414213562 + 10~ (on conserve 9 décimales)

correction de I’exercice 5
1. Variations de f : La fonction f est dérivable sur R* (somme de fonctions dérivables de référence), sa dérivée est

Vr € R*, f/($):1(1_3):x2_3:(z_\/g)(z+\/§)

2 x2 222 2x2
Le tableau de variations de f est donc
T 0 V3 +00
T — \/§ — 0 +
z+V3 + +
222 0 + +
frlo) | I =10 1]+
400 +00
f(z) N\ /
V3
, 3 x 3-—2?
Signe de f(z) —x : f(z) —x = %" 3= 3 donc f(z) —x > 0 sur ]0,v/3] et f(z) — 2 < 0 sur [V/3, +o0].
x x

Points fixes de f : f(z) =2 & f(z) —r =01’ =3 cr=+/3
(W3, +00]) = [V/3, +00[ : le tableau de variations de f montre que f([v/3,4+o00[) = [v/3, +-00].

2. u, > /3 : On procéde par récurrence en posant (P,) : u, € [v/3 4 oof
Initialisation : uy = 2 €]v/3, +00[ donc (Pp) est vraie.
Héreédité : Supposons que (P,) est vraie. u, € [v/3,4oo[ donc f(u,) € [V/3,+oo| (par stabilité de [v/3, +oc[ par f)
donc U, 1 = f(u,) € [V/3,+00| ce qui démontre (P, 1) et achéve la récurrence.
Monotonie de u : Puisque f(z) — 2 < 0 sur [v/3, +oo[ et que Vn € N, w,, > +/3, on en déduit que f(u,) —u, <0 <
Up4+1 — Up < 0 donc la suite u est décroissante.
Convergence et limite : La suite u est décroissante et minorée par v/3 donc elle converge. Sa limite L est un point fixe

de f et appartient a [v/3, +oo[ donc L = /3.

1
3. Junt1 — V3| < 3 |un — V3| : La fonction f est dérivable sur R et sa dérivée est donnée par : Vo € R, f'(z) =

1 3
5(1 — —5). La fonction f’ est strictement croissante sur [V/3, +0c[ (sa dérivée est strictement positive sur [v/3, +00]) et
x

son tableau de variations est

x \/§ +o0
f"(@) +
1/2
f(@) /
0

ce qui nous permet d’affirmer que

Ve Vatool  0< () < = If@)] <

N —

1 1
(la distance de f'(x) & 0 est moindre que la distance de 3 a 0, c’est-a-dire a 5)

La fonction f est dérivable sur [\/g, +oo] et 'inégalité précédente permet d’appliquer I'inégalité des acrroissements finis

v,y € V3, +ool,  1f(@) — f)] < 5le— 3l
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En évaluant cette inégalité en = = u, (qui appartient a [v/3, +oc[) et y = /3 (qui appartient aussi & [v/3, +oo[ !) puis
en utilisant que f(uy) = uny1, On obtient que :

1
EN,  |un - V3 <3

un_¢j.

1 1
’un — \/§| < on : Posons (P,,) : " ’un — \/§| < on "
Initialisation : |u0 — \/§| = |2 — \/§| < 1 (puisque v/3 € [1,2], la distance entre 2 et v/3 ne peut excéder la distance
1
entre 1 et 2 donc elle est moindre que 1). Ensuite 50 = 1, on en déduit que |u0 — \/§| < 50 ce qui montre que (Py)
est vraie.

1
Hérédité : Supposons que (P,) est vraie. Nous avons donc |un — \/5‘ < on et nous avons montré précédemment
1
I'inégalité |un+1 — \/§| < 3 |un — \/§| donc

11
on ol

1 1
Un+1_\/§‘<§ un_\/§‘<§x

ce qui démontre (P,,+1) et achéve la récurrence.

1 1
4. Puisqu’une valeur absolue est toujours positive, on a : 0 < ‘un - \/3’ < o et la suite (=), tendant vers 0, le théoréme

2n

d’encadrement montre que lirf |un — \/§| = 0, c’est-a-dire u, —+> V3 (la distance entre u,, et V3 tend vers 0)
n—-—+0oo n—-—+0oo

1
Uy, — \/3’ < o0 <107?) et I'on a

1
5. Il suffit de demander que on < 107 (dans ce cas,

1 1 91n 10

<100 enln(z) < 910 & n> -0l

2" 2 In($)<0 <1)
ln 5

9In10
1 ~ 29.90 + 1072, on en déduit qu’il suffit que n soit plus grand que 30.

ad

Puisque —

A B
1 n u
2
On a v/3 ~ ugp + 1072, En utilisant le code suivant dans le tableur. 3 n=0 2 . on obtient
4 n=1 =(1/2)*(B3+3/B3)
33 | n=30 | =(1/2)*(B32+3/B32)

u3p, ce qui nous donne v/3 ~ 1,732050808 + 10~? (on conserve 9 décimales)

correction de I’exercice 6

1
1. (a) La fonction f est dérivable sur R} (car x — Inz Dest) et sa dérivée est f'(z) = o
x
T 0 +00
f'(x) -
+00
f(z) N\
—00

La fonction f étant décroissante sur [3,4], on a f([3,4]) = [f(4), f(3)] C [3,4] (puisque f(4) ~ 3.65 £ 1072 et
£(3) ~3.72£1072)

(b) L’é¢quation f(x) = = ne pouvant étre résolue par des méthodes algébriques usuelles (équations du premier ou

second degré, équations ab = 0, changement de variable, etc.), on introduit la fonction g définie sur [3,4] par :
1

La fonction g est la somme de deux fonctions strictement décroissante sur R d’ou elle est strictement décroissante

1
sur R donc sur [3,4] (on peut également dire que f(z) = 1= 1 <0 sur [3,4])
T
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La fonction g est continue et strictement décroissante sur [3, 4] donc elle réalise une bijection de [3, 4] sur [g(4), g(3)].
Puisque ¢g(3) = f(3) =3~ 0.724+ 1072 et g(4) = f(4) —4 ~ —0.354 102, on en déduit que 0 € [g(4), g(3)]. Par
conséquent, 1’équation g(z) = 0 & f(z) = x admet une et une seule solution sur [3,4] (existence et unicité de
Pantécédent que 0 par g sur [3,4])

1 1 1
Ona:Vee[3,4], f(x)= = donc I < fl(x) < T (encadrement & la main ou en utilisant la croissance

1 1
de f’) ce qui implique que | f'(z)| < D (la distance de f’(z) & 0 est moindre que la distance de 13 a0, c’est-a-dire

1 1 1 1
—). Puis — < = édui 4 ! < —.
12) uisque 5 < 75, on en déduit que Vo € [3,4], |f'(z)] 10

1
[tny1 — L| < 10 |un, — L| : On est bien tenté d’appliquer I'inégalité des accroissements finis sur [3, 4] (puisque la

question 1.c) s’y référe clairement) mais on ne sait pas que tous les termes u,, de la suite u sont bien dans [3, 4]
donc nous devons le montrer au préalable.

Pour cela, on procéde par récurrence en posant (P,,) : u, € [3,4]

Initialisation : ug € [3,4] donc (Py) est vraie.

Hérédité : Supposons que (P,) est vraie. u, € [3,4] donc f(uy,) € [3,4] (par stabilité de [3,4] par f, d’apres la
question 1.a)) donc un11 = f(un) € [3,4] ce qui démontre (P,+1) et achéve la récurrence.

La question 1.c) nous permet d’utiliser 'inégalité des accroissements & f sur l'intervalle [3, 4], ce qui nous donne :

Vey € B4, @)~ F)l < 55 le—ul.

En évaluant cette inégalité en x = u,, (qui appartient a [3,4]) et y = L (qui appartient aussi & [3,4] !) puis en
utilisant que f(un) = upt1 et f(L) = L (L est quand méme un point fixe !), on obtient que :

1

n *L gi
VneN, |uny1 — L] 0

|u, — L.

1 \ 1
— ) n— Ll < — "
o Posons (Py,) : " |uy, — L] o

Initialisation : |ug — L| < 1 (puisque ug et L appartiennent a [3, 4], la distance entre ug et L ne peut excéder la

lun — L| <

1
distance entre 3 et 4 donc elle est moindre que 1). Ensuite 100 = 1, on en déduit que (Py) est vrai.
1
Hérédité : Supposons que (P,,) est vraie. Nous avons donc |u,, — L| < Ton et la question précédente nous fournit
1
Pinégalité |up+1 — L] < T |up, — L] donc

1 1 1 1
e~ S qg e = HIS 36 %G00 = Toe

ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.

1 1
Puisqu’une valeur absolue est toujours positive, on a : 0 < |u, — L| < Ton et la suite <10n> tendant vers 0,

le théoréme d’encadrement montre que lim |u, — L| = 0, c’est-a-dire u,, — L (la distance entre u,, et v/3

n—-+oo n—-+oo

tend vers 0)

1 1
11 suffit de demander que o < 107? (dans ce cas, |u, — L| < I <1079 et I'on a
1
10—“<10*9@10*"<10*9®—n<—9®n>9
On en déduit qu’il suffit que n soit plus grand que 9.
A B

1 n u
2

On a o ~ ug £ 107°. En utilisant le code suivant dans le tableur. 3 | n=0 3 . on obtient ug, ce
1 | n=1| =4In(B3)/4
10 | n=9 | =4-In(B10)/4

qui nous donne « ~ 3,674636449 4+ 10~ (on conserve 9 décimales)
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correction de 1’exercice 7
1. Existence et unicité de la solution de (E) sur R_ :

On introduit la fonction g (puisque le nom f est déja pris dans la question 2) définie sur R par : Vo € R, g(z) =
e — (3 + 2z) et équation (E) est équivalente a I’équation g(z) = 0.
Justifions que la fonction g réalise une bijection de R_ sur un intervalle & expliciter.
Cette fonction est dérivable sur R (addition de fonctions dérivables de référence) et sa dérivée est donnée par : Va €
R, ¢ (z)=¢e*—2.SurR_,e* <1 (x <0donce” <e’=1)donc g'(r) <1-2=—1<0 ce qui implique que la
fonction g est strictement décroissante sur R_ et comme elle est continue, elle réalise une bijection de R_ sur f(R_).
Puisque g(0) =e® — (3+2x0) = —2 et

lim g(z)= lim € — lim (3+2z)=0—(—00) = 400,
r——00 r——00 r——0o0
on en déduit que g réalise une bijection de R_ sur [—2,+oo[. Comme 0 € [—2,400[, on est assuré que l’équation
g(z) = 0 admet une et une solution sur R_ (existence et unicité¢ de 'antécédent de 0 par g) donc I’équation (E) admet
une et une seule solution.
—2 < a < —1 :Pour cela, on compare les images par g (puisque « est solution de 1’équation g(z) =0). On a :

g(—=2) = e ?—(B+2x(-2)=e24+1>0
gla) = 0 (v est solution de g(z) = 0)
g(—=1) = el —@B+2x(-1)=et-1<0

ce qui permet d’écrire g(—1) < g(a) < g(—2) et comme la fonction g est bijective et strictement décroissante, on en
déduit que -2 < a < —1.

e*—3
o =
2

: Puisque « est solution de (E), on a :

e*—3

e*=34+2a&e*—-3=2a0& =«

2. (a) f(] —o0,0]) C] —00,0] : La fonction f est strictement croissante sur R (puisque e” l'est) donc son tableau de
variation est donné par :

T —00 0

f() /
~3/2

) =] - 5, -1 ]~ 00,0

ce qui implique que f(] — oo
1
Vo €] —o00,0], |f'(z)] < 3¢ La dérivée de f est donnée par :

v el 1

Vz €] — 00,0, f’(x)z% et Vrel o000, 0<f(0)<5 =5

1
(une exponentielle est toujours strictement positive) donc la distance de f/(z) est moindre que la distance de 3 a

1

0 ce qui implique que |f'(z)] < 3
(b) On procede par récurrence en posant (P,) : u, €] — 00, 0]
Initialisation : uy = —1 €] — 00, 0] donc (Py) est vraie.

Héreédité : Supposons que (P,,) est vraie. u, €] — 00,0] donc f(u,) €] — 00,0] (par stabilité de | — 00, 0] par f,
d’apres la question 2.a)) donc up41 = f(un) €] — 00,0] ce qui démontre (P,,+1) et achéve la récurrence.

1
(€) |upt1 —a| < 3 |un, — | : La question 1.c) permet d’utiliser I'inégalité des accroissements donc on a :

Va,y €]~ 00,0, 1f(@)~ fw)| < 5 e —ul.

En évaluant cette inégalité en © = w,, (qui appartient & | —o00,0]) et y = a (qui appartient aussi & | — oo, 0] d’apres
la question 1.a)) puis en utilisant que f(u,) = u,41, on obtient que :

1
Vn € N, |un+1—a|<§\un—a|.
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1 1
|un, — ] < 7 Posons (Py,) : " |u, — a| < o "
Initialisation : |ug — o] = |-1 —«a] < 1 (puisque a € [-2,—1], la distance entre o et —1 ne peut excéder la

1

distance entre —2 et —1 donc elle est moindre que 1). Ensuite = 1, on en déduit que |up — a| < 50 Ce qui

20
montre que (Py) est vraie.

. 1
Hérédité : Supposons que (P,,) est vraie. Nous avons donc |u, — @] < — et nous avons montré précédemment

2'IL
1
Pinégalité |un+1 — o] < 3 |, — a| donc
1 111
[unt1 — a < §\un—o¢| < 3 X on = gori

ce qui démontre (P,+1) et acheve la récurrence.

1 1
(d) Puisqu’une valeur absolue est toujours positive, on a : 0 < |u, — a] < on et la suite (ﬁ)” tendant vers 0, le

théoréme d’encadrement montre que lim |u, — «| = 0, cest-a-dire u,, —  « (la distance entre u,, et « tend

n—-+o0o n—-+o0o
vers 0)
1 —9 1 _9
(e) 1l suffit de demander que on < 1077 (dans ce cas, |u, —a| < on <1077) et Pon a
1 1 Inl
L ennl)<—9mi0 o px 2000
on 2 In(1)<0 1
; In(3)
2
) 9In10 9 . . .
Puisque — ~ 29.90 + 107°, on en déduit qu’il suffit que n soit plus grand que 30.
In(=
n(3)
A B
1 n u
2
On a a ~ ugy £ 1072, En utilisant le code suivant dans le tableur. 3 n=0 -1 , on obtient
4 | n=1 | =(exp(B3)-3)/2
33 | n=30 | =(exp(B32)-3)/2

u30, ce qui nous donne a ~ —1,373374545 4+ 10~Y (on conserve 9 décimales)

correction de ’exercice 8
1. On introduit la fonction g(z) = © — (2 — 2¢™%) = & — 2+ 2e~* (puisque le nom f est déja pris dans la question 2).
L’équation z = 2 — 2e~% est alors équivalente a ’équation g(z) = 0.
La fonction g est dérivable sur R (comme somme de fonctions dérivables de référence) et sa dérivée est donnée par :
Ve e R, ¢'(x)=1—2e *. Déterminons le signe de g sur R :

Jdx) < 01-2"<0&1<2 "<Inl <In(2e ")
< 0<ln@)+ne*=mh2—-z<z<In2

On en déduit le tableau de variations de g sur R :

T —00 In2 +00
g'(z) - +
“+00 “+00
g(z) N /
In2-1
——
<0

2 2
Calcul g(In2) : g(In2) =1n2 — 2 4 2¢~1n2 =In2-2+ :ln2—2+§ =ln2-1<0
[ B en

x

Calcul de lim g(x) : lorsque z — —o0, * — —o0 (sic) et e™* — 400, & priori, exponentielle impose sa limite.
r——00

Justifions proprement cette intuition. On a :

x

T xTe
o) =2 (5 — o+ 1) = 20 (o — 265 1 1)
— 400 =~~~ —0
—0
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2.

donc lim g¢g(z) = +oo.
T—-+00

Calcul de lim g(z) : Puisque lim e ® =0et lim z =400, on a directement lim g(x) = +oc.
z—+00 z—+00 T—+00

r——+00 x
Justification de I'existence de deux solutions : La fonction g admet une dérivée strictement négative sur | — oo, In 2]
sauf en In2 et comme elle est dérivable sur cet intervalle, elle est strictement décroissante sur | — oo, 1n2]. En outre,

elle y est continue donc elle réalise une bijection de | — 0o, 1n 2] sur [In2 — 1, +00[. Puisque 0 € [In2 — 1, +00[, I’équation
g(x) = 0 admet une et une seule solution sur l'intervalle | — 0o, In 2] (existence et unicité de antécédent de 0 par g).
D’autre part, la fonction g admet une dérivée strictement positive sur [In 2, +oo[ sauf en In 2 et comme elle est dérivable
sur cet intervalle, elle est strictement décroissante sur [In2,+o0o[. En outre, elle y est continue donc elle réalise une
bijection de [In 2, +oo[ sur [In2—1, +oo[. Puisque 0 € [In2—1, +o00[, I’équation g(x) = 0 admet une et une seule solution
sur Vintervalle [In 2, +o00[ (existence et unicité de Pantécédent de 0 par g)

En conclusion, I’équation g(z) = 0 admet exactement deux solutions ¢ et rsur R, l'une, ¢, étant strictement inférieure
a In2 et 'autre, r, strictement supérieure a In 2.

Justifions que la solution ¢ est en fait négative (au sens large), ce qui démontrera 'unicité de la solution strictement
positive. 1l s’agit donc de comparer ¢ et 0. Pour cela, on calcule les images : g(q) = 0 (puisque ¢ est solution de
g(x) =0) et g(0) =0—2+2 =0 donc g(q) = g(0) et comme 0 et g appartiennent & | — 0o, 1n 2] et que g est bijective
sur cette intervalle, on obtient que ¢ =0

1.2 <r < 2: On compare les images.

g(12) = 1.2-2+42¢e"2~—08+0.60+10"%~—0.20+10"2 <0
gr) = 0 (r est solution de g(x) = 0)
g(2) = 2-2+4+22=2"2>0

ce qui montre que : g(1.2) < g(r) < g(2) et comme la fonction g est strictement croissante sur [In 2, +oo[, on en déduit
que 1.2 <r < 2.

(a) La fonction f est dérivable sur R (comme addition de fonctions dérivables de référence) et sa dérivée est donnée
par : Vz € R, f'(z) = 2exp(—x) > 0 donc la fonction f est strictement croissante sur R donc sur [1,r]. Par
conséquent, le tableau de variations de f est

f(x) /
2(1—e™1)

(en effet, r est solution de Iéquation x = 2 — 2¢™* donc r = 2 —2¢™" < r = f(r)) ce qui implique que
f([1,7]) = [2(1 — e~ 1), 7] et comme 2(1 — e 1) ~ 1.26 + 1072, on en déduit que f([1,7]) C [1,7]

Détermination du signe de f(z) — z sur [1,7] : pour commencer, remarquons que f(z) —z = —g(x). L’intervalle
[1, 7] est inclu dans Pintervalle [In 2, +o00[ donc le tableau de variations de g sur [1,r] est donné par :

x 1 r
0
g9() /!
—1+4 2!
N———
<0

donc g est négative sur [1,7], ce qui implique que la fonction f(x) — x est positive sur [1,7]

(b) up, € [1,7] : On procéde par récurrence en posant (Py,) : up € [1,7]
Initialisation : ug =1 € [1,7] donc (Py) est vraie.
Heérédité : Supposons que (P,) est vraie. u, € [1,7] donc f(uy) € [1,7] (par stabilité de [1,r] par f, d’aprés la
question 2.a)) donc u,41 = f(u,) € [1,7] ce qui démontre (P,,41) et achéve la récurrence.
Monotonie de u : On a wy41 — Uy = f(uy) — uy, et comme u, € [1,7] et que f(x) — 2 > 0 sur cet intervalle, on en
déduit que f(uy,) — up = 0 donc w,q1 — uy = 0 ce qui implique la croissance de la suite w.

(c) La suite u est croissante et majorée par r (car u, € [1,7]) donc elle converge. On note L sa limite. Ensuite, par
construction, on a Vn € N,  wu,41 = 2(1 — exp(—u,)) donc en passant a la limite, on a

L=2(1—exp(-L)) & L=f(L)&g(L)=0

Par conséquent, la limite L de la suite u est une solution de I’équation g(z) = 0 et comme Vn € N, w, € [1,r],
on en déduit que L € [1,r]. Ainsi, L appartient a intervalle [1, 7] C]0, +00[ et est solution de I’équation g(z) = 0.
A la question 1. nous avons montré que la seule solution strictement positive de ’équation g(z) = 0 est r donc
L =r et la suite u converge vers r.
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3.

(a)

La fonction f est dérivable sur R et sa dérivée est donnée par : Vo € R, f/(z) = 2e*. Lorsque x € [1,7], on a
1 € z<r=-—r<—-2<-1=exp(—r) < exp(—z) < exp(—1)

= 2exp(—r) < fl(z) < 2exp(-1) = 2
—_—— e

>0

2 2
Ainsi, lorsque = € [1,7], la distance entre f’(x) et 0 est moindre que la distance de — a 0, c’est-a-dire & — donc
e e

Vo e [lr], |f(@)] <

o | N

La fonction f est dérivable sur [1,7] et 'inégalité précédente permet d’appliquer I'inégalité des acrroissements finis

Yoy €Ll 17@) - @)l < e -y,

En évaluant cette inégalité en © = u, (qui appartient a [1,7]) et y = r (qui appartient aussi a [1,7] !) puis en
utilisant que f(u,) = up41, on obtient que :

2
Vn € N, \un+1—r|<g\un—r|.

n
n

o | N

Posons (Py,) : " |u, — 7| <
Initialisation : |ug — r| = |1 — r| < 1 (puisque r € [1.2, 2], la distance entre 1 et r ne peut excéder la distance entre
0 0
2 2
1.2 et 2 donc elle est moindre que 0.8 donc moindre que 1). Ensuite () =1, on en déduit que |ug — r| < ()
e e

ce qui montre que (Pp) est vraie.

. 2\"
Hérédité : Supposons que (Py,) est vraie. Nous avons donc |u, — 7| < ( et nous avons montré précédemment
e

2
Iinégalité |u,41 — 7| < = |u, — 7| donc
e

9 9 9 n ) n+1
i =1l < 2 - v < 2 (2) = (2)
e e e e

ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.

2\" 2\ "
11 suffit de demander que () < 1072 (dans ce cas, |u, — 7| < <) <107%) et 'on a
€ e
2 2 In1
Gy <107 enn() < -9m10 o ns -l
€ e In(2)<0 In(%)
e

9In 10

m(’i)

Puisque — ~ 67.53 £ 1072, on en déduit qu’il suffit que n soit plus grand que 68.

A B
1 n u
2
3 | n=0 1
On a 7 ~ ugg & 107%. En utilisant le code suivant dans le tableur. [ 1 [ p=1 =2 2%exp(-B3) | on obtient
5 | n=2 | =2-2%exp(-B4)
71 | n=68 | =2-2%exp(-B70)

ugg, ce qui nous donne r ~ 1,593624260 4+ 10~ (on conserve 9 décimales)

correction de I’exercice 9
1. On introduit la fonction f définie par f(z) = 23 — 3z + 1. L’équation (E) est donc équivalente & I'équation f(x) = 0.

La fonction f est clairement dérivable sur R et sa dérivée est donnée par

VreR, f'(z)=32>-3=3(2%-1)
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2.

Il s’agit d’un trindbme dont les racines sont —1 et 1. On en déduit immédiatement le tableau de variation de f sur R

T —00 -1 1 +00
['() + = +
3 400
f(x) / N /
—00 -1

La fonction f est strictement croissante et continue sur | — 0o, —1] (la fonction est dérivable sur I'intervalle et sa dérivée
est strictement positive sur cet intervalle sauf en —1) donc elle réalise une bijection de | — oo, —1] sur | — 00, 3]. Puisque
0 €] — 00, 3], I'équation f(x) = 0 admet une et une seule solution sur ] — oo, —1] (existence et unicité de 'antécédent
de 0 par f sur | — 0o, —1]). On la note «.

La fonction f est strictement croissante et continue sur [—1, 1] (la fonction est dérivable sur 'intervalle et sa dérivée
est strictement positive sur cet intervalle sauf en —1 et 1) donc elle réalise une bijection de [—1, 1] sur [—1, 3]. Puisque
0 € [-1, 3], 'équation f(x) = 0 admet une et une seule solution sur [—1, 1] (existence et unicité de antécédent de 0
par f sur [—1,1]). On la note §.

La fonction f est strictement croissante et continue sur [1,+00] (la fonction est dérivable sur l'intervalle et sa dérivée
est strictement positive sur cet intervalle sauf en 1) donc elle réalise une bijection de [1,4o00[ sur | — 1, +00]. Puisque
0 €] — 1,40, 'équation f(z) = 0 admet une et une seule solution sur [1, +o00[ (existence et unicité de 'antécédent de
0 par f sur [1,400[). On la note ~.

Par conséquent, I’équation f(z) = 0 admet trois solutions «, 3, v sur R avec o < —1, =1 < S < 1l et 1 < 7, c’est-a-dire

a<-l<pB<l<y

(a) On compare les images par f (puisque S est solution de I’équation f(z) =0

donce f(=) < f(B) < f(0). La fonction f étant bijective et strictement décroissante sur [—1, 1], on en déduit que

DN | =

1
</ <L -,
O\ﬂ\2

Le réel 3 est solution de I’équation 2 — 3z + 1 = 0 donc

3
1
B 38410 r1-33c " 3+ =3
3
1
donc S est solution de ’équation T =x.
1
(b) Le tableau de variation de g sur [0, 5] est
x 0 1/2
3/8
9(x) /!
1/3
1 13 1
weo(fog]) = [35) < 03]
1 1
La dérivée de g est donnée par ¢'(x) = x? donc Vx € [0, 5], 0<g(x) < 1 (encadrement élémentaire). Par
conséquent,
1 ) 1
— < —
Vel lg)l <1

1 1
(la distance de ¢'(z) & 0 est moindre que la distance de 0 a T c’est-a-dire & Z)

1
(¢) On procede par récurrence en posant (Py) : u, € [0, 5]
1
Initialisation : uy =0 € [0, 5] donc (Py) est vraie.
1 1 1
Hérédité : Supposons que (P,,) est vraie. u, € [0, 5] done f(u,) € [0, 5] (par stabilité de [0, 5] par f, d’apres

1
la question 2.a)) donc u,11 = f(uy) € [0, 5] ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.
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1 1
(d) |unst1 — B < 1 |u, — B| : La fonction f est dérivable sur [0, 5] et 'inégalité de la question 2.bp permet d’appliquer

I'inégalité des acrroissements finis

vey € 0.5], 1f@) ~ f)l < gl -3l

il

1 1
En évaluant cette inégalité en x = wu, (qui appartient a [0, 5]) et y = B (qui appartient aussi a [0, 5]) puis en

utilisant que f(uy,) = uyt1, On obtient que :

Vn € N, |U7,,+1 /B| \un*ﬂ|-

1 1
lun, — B] < — x = : Posons (Pp,) : " |u, — 8] < —n X5 "
1 1
Initialisation : |u0 -8l =10-p] < 3 (puisque S € [0, 5}7 la distance entre 0 et 3 ne peut excéder la distance
1 1 1 1 1 1
entre 0 et — donc elle est moindre que 5) Ensuite o X 3= 1, on en déduit que |ug — f| < 0 X 5 ce qui montre
que (Pp) est vraie.
1
Hérédité : Supposons que (P,,) est vraie. Nous avons donc |u,, — 8| < — — X 3 et nous avons montré précédemment
1
linégalité |u,4+1 — 8] < 1 |y, — B| donc
1 1 1 1 1
el — < X — X o= X =
ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.
1 1 1 ¢
(e) 1l suffit de demander que TR 1072 (dans ce cas, |u, — ] < — x 3 < 107%) et I'on a
1 1 1 1 1 1
X5 S 1077 <:>ln(4—n X 5) <-9In10 & nln (4) +In <2> < -9In10

—9In10 — In (1>
1 1 2
nln() < —9ln10—ln<>® &S on>
4 2 In(1)<0 In 1
4
1
—9In10—In | =
n n(2>

1 ~ 14.45 + 1072, on en déduit qu’il suffit que n soit plus grand que 15.
In (4)

Puisque

A B
1 n u
2
3 | n=0 -1
On a B ~ w5 = 107%. En utilisant le code suivant dans le tableur. [ 4 [ p—1 —(1/3)*((B3)"3+1) | on
5 | n=2 | =(1/3)*((B4)"3+1)
18 | n=15 | =(1/3)*((B17)~3+1)

obtient w15, ce qui nous donne 3 ~ 0,347296355 + 10~Y (on conserve 9 décimales)
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