PHEC1 Correction feuille d’exercices 17 2005-2006

correction de l’exercice 1
1. Loi de R : Il est évident que R(Q2) = [1,6] (au mieux on pioche 5 boules vertes et donc 1 boule rouge) et

10\ 5
(k) (6=s)
(5)
6
Justification du calcul : Pour les cas possibles on choisit 6 boules parmi les 15 disponibles et pour les cas
favorables, on choisit k boules parmi les 10 boules rouges disponibles et les 6 — k autres parmi les 5 vertes.

vk € [1,6], P(R=k)=

1
La variable R suit donc la loi hypergéométrique H (6, 10,15) et E(R) = 6 X = 4. Un calcul direct nous

donne

6 10 5
E(R’) =) KP(R=Fk)= ZkQ(kzl(g)‘k) = g = V(R) = E(R?) — (E(R))? = g —16 = g
k=1 k=1 6

Loi de V : Il est évident que V(§2) = [0, 5] (on peut avoir 0 boule verte si I'on pioche 6 boules rouges) et
5 10
(i) (6=s)
(5)
6
Justification du calcul : Pour les cas possible,s on choisit 6 boules parmi les 15 disponibles et pour les cas
favorables, on choisit k boules parmi les 5 boules vertes disponibles et les 6 — k autres parmi les 10 rouges.

Vk € [0,5], PV =k) =

La variable V' suit donc la loi hypergéométrique H(5,5,15) et E(V) = 6 x % = 2. Un calcul direct nous
donne

E(V?) = 26: PV =k) = 26: k:QL) (o) _ 34 =V(V)=EV?*) —(BE(V))?="-2="
= =k) = (15) == = = =
k=1 k=1 6
Les variables V' et R ne sont pas indépendantes puisque P(R = 1NV = 0) = 0 (on ne peut piocher 6 boules
dont 1 rouge et 0 verte) et

10\ ( 5 5\ 10
(1 ) (671) % (0) (670)
15 15
(6) (6)

2. On considére I'expérience £ : " piocher une boule dans I'urne contenant 10 boules rouges et 5 boules vertes

". Puisque les tirages sont avec remise, le fait de piocher 6 boules avec remise signifie que ’on considére 6

expériences absolument identiques & l'expérience £, chaque expérience étant indépendante des autres. Les

variables R et V représentent respectivement le nombre réalisations de ’événement A : " obtenir une boule
n n n

P(R=1)P(V =0) = £0=P(R=1NV =0)# P(R=1)P(V =0)

rouge " et de ’événement B : " obtenir une boule verte ". La probabilité de réalisation de I’événement A
2 5
étant égale a =3 et celle de ’événement B étant égale a 15 =g onen déduit que les variables R et V

2 1
suivent respectivement la loi binomiale B <6, 3) et B (6, 3> , ce qui nous permet d’écrire

SIS RONON
V) = o6 e« vielol P =p=(}) (;>k<1;>6_k:<2> (;)k@ﬁ_k

E(R) = 6><%:2 V(R):6x;x<1_;>:

R(Q) = [0,6] et Vke [0,6], P(R:k):<2>
E(R) = 6x§:4 V(R):6x§x<1_§>:§

Les variables V et R ne sont pas indépendantes puisque P(R =0NV = 0) = 0 (on ne peut piocher 6 boules
dont 0 rouge et 0 verte) et

P(R=0)P(V = 0) = (g) @)0 <;>60x (g) @)0 @)60 £0= P(R=0nV =0)# P(R = 0)P(V = 0)
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3. Il est immeédiat que X (2) = [1,6]. Pour calculer les probabilités correspondantes, on considére I’événement
Ry : "obtenir une boule rouge a la k¢ pioche".

10 2
P(x=1) = Pr)=10-2
P(X=2) = P(RiRs) = P(R)Pr(Ra) = — x 0 =2
R ) = P R = s 1 T o1
S 5 4 10 20
P(X - 3) - P(R1R2R3) (Rl) (RQ) R1R2(R ) B X ﬁ X E = ﬁ

_ 5 4 3 10 5)
P(X = 4) = P(R1R2R3R4) (Rl) (RQ) R1R2 (Rg) R1R2R3(R4) 75 X ﬁ X E X E = ﬁ
)

) = P(RiR2R3R4R5) = P(R1)Pr;(R2) Prig; (Rs) Prymym; (Ra) Py (Bs)

5 4 3 2 10 10

— X — X —= X —

15 14 13 12 11 3003 o o
P(X =6) = P(RiR:R3R4R5Re) = P(R1)Prr(R2) Pr; (Rs) Primys; (Ra) Py () Py s (o)
5 4 3 2 1 10 1

15 14 13 12 11 10~ 3003

correction de ’exercice 2
1. On considére I'expérience £ : " le client contacte le service " ainsi que 1’événement A : " le client subit
un retard ". On considére 8 expériences absolument identiques a I'expérience &£, chaque expérience étant
indépendantes des autres et X désigne le nombre de succes de I’événement A. La probabilité de I’événement

n

1 1
A étant égale a ponen déduit que X suit la loi binomiale B <8, 4) , ce qui nous permet d’écrire

o = o wen - () (-7 Q) (' ()

E(X) = 8><iz2 V(X)—ijlx(l—1>—6

Al

2. Il est évident que M (2) = [0,2] et que Vk € [0,2], P(M =k)= S

4
Justification du calcul : Pour les cas possible,s on choisit 4 clients parmi les 8 sélectionnés et pour les cas
favorables, on choisit k clients parmi les 2 clients mécontents et les 4 —k autres parmi les 6 clients satisfaits.

2
Ainsi la variable M suit la loi hypergéométrique H(4,2,8), ce qui nous donne E(M) = 4 x 5 1.

correction de ’exercice 3

La variable X,, : On considére 'expérience £ : " piocher une boule dans I'urne contenant 2 boules blanches et 8
boules noires " ainsi que ’événement A : " piocher une boule blanche ". On considére n expériences absolument
identiques a 'expérience &, chaque expérience étant indépendantes des autres et X,, désigne le nombre de réali-

2 1
sations de I’événement A. La probabilité de I’événement A étant égale & 0= 5 on en déduit que X suit la loi

1
binomiale B (n, 5) , ce qui nous permet d’écrire

o = oot ke re=n=() () (0-5) = () G) ()

1 n 1 1 4n
(Kn) = nxg=3 (Xn) "X5X< 5> 25
Expression de Y,, : On pioche X,, boules blanches et, comme on pioche n boules au total, n — X,, boules noires.
Chaque boule blanche fait gagner 2 points, donc les X, boules blanches font gagner 2.X,, points, et chaque boule
noire fait perdre 3 points, donc les n — X, boules noires font perdre 3(n — X,,) points. Par conséquent, le nombre
de points obtenus est égal a Y, = 2X,, —3(n — X,,) = 5X,, — 3n.
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La variable V;, : Puisque X,(2) = [0,n], on a : Y,(Q) = {6k — 3n, k € [0,n]}. Cet ensemble n’é¢tant pas
explicitable aisément (car X,,(Q2) = {—3n,—3n +5,—3n + 10,...,2n — 5,2n}) on gardera cette notation.

3n+k _ 3n+4k
5 AN 5
5

= q est bien un

el U= =P =h=p (1= ) = (411) (5)

Remarquons que k € Y, (Q) alors il existe un entier q € [0,n] tel que k = 5q — 3n donc

nombre entier naturel.

correction de 1’exercice 4

La variable Y,, : On considére I'expérience £ : " le puce saute d’une ou deux cases " ainsi que I’événement A : "
la puce saute d’une case ". On considére n expériences absolument identiques a l’expérience £, chaque expérience
étant indépendantes des autres et Y, désigne le nombre de réalisations de I’événement A. La probabilité de

n

1
I’événement A étant égale a 3 (la puce choisit au hasard de sauter d’une ou de deux cases), on en déduit que X

1
suit la loi binomiale B (n, 2) , ce qui nous permet d’écrire

Y,(Q) = [0,n], Vke[0,n], PY,.=k) = (Z) (;)k <1_;>nk:(2%)

E(Y,) = nx%:g V(Yn):nx%x <1—;> :%
Expression de X,, : La puce saute Y,, fois d’'une case et, comme elle effectue n sauts au total, elle saute de deux
cases n — Y, fois. Chaque saut d’une case permet a la puce d’avancer ..... d’une case (!!), donc les Y,, sauts d’une
case lui permette d’avancer de Y, cases, et chaque saut de deux cases lui permettant d’avancer ...... de deux cases
(sic), donc les n — Y;, sauts de deux cases lui permettent d’avance de 2(n — Y;,) cases. Par conséquent, la puce
avance de X, =Y, +2(n —Y,) = 2n — Y, cases.
La variable Y,, : Il est alors immédiat que

B(X,) = B(2n—Y,) =2n - E(Y,) =20 — = 37” V(X,) = V(20— Yy) = (-1)?V(Y,) =

Puisque Y,,(2) = [0,n],ona: X, (Q) ={2n—k, k<€ [0,n]} = [n,2n] et

Vk € [n,2n]], P(X,=k)=P2n—-Y,=k)=PY,=2n—k) =

correction de l’exercice 5
1. On considére ’expérience £ : " lancer le dé D ". Puisque les tirages sont avec remise, le fait de lancers n fois
le dé D signifie que I'on considére n expériences absolument identiques & I'expérience £, chaque expérience
étant indépendante des autres. La variable X,(f) représente le nombre réalisations de ’événement A; : "
la face obtenue porte le numéro 7 ". La probabilité de réalisation de I’événement A; (resp. Ag, resp. As)
3)

étant égale a 2—70 (resp. %, resp. 230), on en déduit que la variable X,sl) (resp. X}f), resp. Xy ') suit la loi
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7 5
binomiale B <n, 20> (resp. B (n, ) , resp. B (n, 20) ), ce qui nous permet d’écrire

o = oo et n(-9)- () (3) 6-5)" - () (@) ()"

7T Tn 7 7
1y — - My = - )= =
E(X,") nX o8 =55 V(X)) =nx 50 ¥ <1 20) 200"

o < e 1o)-0) (' (-8 () (3) ()

8  8n 8 6
8 _8n @y s S (1-8)_ 06
nXg5p= a0V Ea) =gy (1 20> 25"

o = o e 29 ) (3) (-5)”"- ()3 )
3

5 on 5 5
E(X;) nX o =55 V(X)) =nx — x (1 )

2. L’événement (XS) = 0) N (Xff) = 0) signifie que les faces 1 et 2 ne sont pas apparues lors des n lancers

donc les n lancers ont donné uniquement des faces 3 donc (qul) = 0) N (X,(f) = 0) = (X,(f’) = n) . Par

conséquent, on a
P[0 =)0 (2 <) - (39 =) - ()" - (3)
D’autre part, on a

P =o)r(x2=0) = (3) () = (wm) = (o)

donc P [(XT(LI) = 0) N (X,(f) = 0)] #+P (XT(«LI) = O) P (XT(?) = 0) , ce qui implique que les variables XT(LU et

X7(12) ne sont pas indépendantes.

3. On note G, le gain du jeu. Il est immédiat que G, = 1 X X,(ll) -2 X% X,(f) + a x X,(L?’). Le gain du jeu est

positif en moyenne si et seulement si

E(G,) > 0sE (szl) _2x@ 4 aX,(f’)) >0e B (X}})) _2E (X,(f) taE (Xg?’)) >0

™m 8n on 1
— —2 X — o 2 o -9) = -92 =
50 ><20—|—a><20 0@2071(&1 9)>0&5a-9>0<a

ol ©

Ainsi, le gain moyen du jeu est positif si et seulement a > —, autrement dit, si chaque lancer fournissant le

ol ©

numéro 3 rapporte au moins 1,8 euros.

correction de l’exercice 6
On considére une piéce telle que P(Pile) = p €]0, 1[. On lance n fois cette piece. On note 7T;, le nombre de pioches
nécessaires pour obtenir le premier Pile. On convient que T, = n + 1 si et seulement si on n’a pas obtenu de Pile
durant les n premiérs lancers.

1. T,(2) = [1,n + 1] (il faut au moins un lancer pour obtenir le premier pile et au plus n lancers, sauf si 'on
obient aucun pile et dans ce cas T),, = n + 1).

En notant P, I’événement " obtenir Pile au k° lancer "

, 0N a

VE € [l,n], P(T,=k) =P/P - P 1P)=0-p)*p PT,=n+1)=P/P---P,)=(1-p)"
n+1 n
E(T,) = Y kP(Ty=k) =) k(1—p)" 'p+(n+1)(1—-p)"
k=1 k=1
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2.

! /
Soat) = () e Yo = I e
— 1—=2 =~ (1—2)2

n n
Puisque Z kab—1 = Z kxz*~1 et en choisissant = 1 — p, on en déduit que

k=0 k=1
n
1- 1)(1—p)" 1—p)nti
Zk(l _p)k—l _ (TL + )( pg + n( p)
k=1 p
1—(n+1)(1—p)"+n(l—p)"tt
B(1) = px - EEEEEEI gy
1
En utilisant les croissances comparées ( lim n%"™ = lim ¢"), on en déduit que lim FE(7T,) = % = —.
n—-4o00 n—-4o00o n—-—4oo p P

)¢ tirage en

)
Interprétation : en langant, sans aucune limitation, la piéce, on obtient le premier pile au (-
p

moyenne.

correction de I’exercice 7

1.

2.

" n

On introduit 'expérience £ " appeller un correspondant " et ’événement A : " obtenir le correspondant
". La secrétaire effectue n expériences identiques & I'expérience £ et X désigne le nombre de réalisation de
Pévénement A donc X suit la loi binomiale B(n, p), ou p = P(A). On a donc, en notant ¢ = 1 — g,

X@ =0l vee Dl =0 = () BOO = V) =g
(a) Il est évident que la secrétaire peut obtenir au total entre 0 et n correspondants donc Z(€2) = [0, n].

(b) Calcul de P(Z = 0) : Puisque X et Y sont des variables dont les valeurs possibles sont dans [0, n], on
a immédiatement

P(Z=0)=P(X+Y =0)=P(X=0NY =0)=P(X =0)Px_q (Y =0)=q"¢" = ¢*"

Justification des calculs de probabilités :

P(X =0) : c’est la question 1

Pix—0)(Y =0) : L’événement (X = 0) est réalisé, donc la secrétaire a obtenu un correspondant a la
premiére série d’appels et elle appelle les n correspondants a la deuxiéme série d’appels, et I’événement
(Y = 0) doit étre réalisé, c’est-a-dire que la secrétaire ne contacte aucun des correspondants lors de
la deuxiéme série d’appels. Par conséquent, la secrétaire appelle n correspondants et elle n’en obtient
aucun. On est dans la méme configuration que X =0, ce qui implique P x_o\(Y = 0) = ¢".

Calcul de P(Z =1) : : Puisque X et Y sont des variables dont les valeurs possibles sont dans [0, n],
on a immédiatement

P(Z=1) = PX+Y=1)=P(X=1NY =0)+P(X=0NnY =1)
= P(X = 1)Py_y(Y = 0) + P(X = 0)Ply_)(¥ = 1) = [(”)pq} <[] + g x K
= npg® 2 +npg” " = npg® (1 + q)

Justification des calculs de probabilités :

P(X =1) : c’est la question 1

Pix=1)(Y =0) : L’évéenement (X = 1) est réalisé, donc la secrétaire a obtenu un correspondant a la
premiére série d’appels et elle appelle les n — 1 autres correspondants a la deuxiéme série d’appels, et
lévénement (Y = 0) doit étre réalisé, c’est-a-dire que la secrétaire ne contacte aucun correspondant
lors de la deuxiéme série d’appels. Par conséquent, la secrétaire appelle n — 1 correspondants et elle en
obtient 0 donc Px_1y(Y =0) =¢""".

P(X =0) : c’est la question 1

Pix—o)(Y =1) : L’événement (X = 0) est réalisé, donc la secrétaire a obtenu un correspondant a la
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premiére série d’appels et elle appelle les n correspondants a la deuxiéme série d’appels, et I’événement
(Y = 1) doit étre réalisé, c’est-a-dire que la secrétaire contacte un correspondant lors de la deuziéme
série d’appels. Par conséquent, la secrétaire appelle n correspondants et elle en obtient 1. On est dans
la méme configuration que X =1, ce qui implique Px—p)(Y =1)=P(X =1) = (Tf)pq”_1

(c) L’événement (X = k) est réalisé, donc la secrétaire a contacté k correspondants a la premiere série
d’appels et elle appelle les n — k autres, et on souhaite la réalisation de ’événement (Y = h), c’est-a-
dire que la secrétaire contacte h correspondants a la seconde série d’appels. Autrement dit, la secrétaire
appelle n — k correspondants et elle en obtient h. On est clairement dans une configuration binomiale
(on répete n — k expériences identiques a 'expérience £ et on souhaite h réalisations de A) donc

n—=~k n—=~k
Vk € [[0,71]], Vh € [[O,n - k']], P(X:k)(y = h) = < h )phq(nk)h = < h >phanh
Remarque : Etant donné que la secrétaire appelle n — k correspondants, elle pne peut contacter plus
de n — k correspondants (sic), c’est pour cette raison que l'énoncé considére h € [0,n — k]|. Lorsque
h > n—k, la probabilité conditionnelle Px—p,) (Y = h) est nulle puisqu’elle correspond a un événement
impossible (obtenir plus de correspondants que de personnes appelées)

(d) Puisque X et Y prennent des valeurs entre 0 et n, 'égalité X +Y = s nécessite que X = 0, donc Y = s,
X=1,doncY =s—1, X =2,donc Y = s — 2, etc, jusqu'a X = s, donc Y = s — s. Par conséquent,
on a

P(Z =5s) PX+Y=5)=PX=0NnY=5)+PX=1)NY=s—1)+---P(X=sNY =s—25)

= Y P(X=k)Nn({ =s5-k)).
k=0

(e) Calcul de P(Z = s) : D’apres les questions 2.c) et 2.d), on a

P(Z=s) = Y P(X=kNY =s—k)=Y PX=kPx_y(Y =5k
k=0

k=0
_ - n Eon—k(T— k) s—k _n—k—(s—k) _ g n n—k k n—k_s—k _n—s
= Z<k>pq (S_k>p q => (), g )Pt
k=0 k=0
_ : n n—k s 2n—k—s __ s _2n—s : n n—k —k
- 2@ C =i () ()
k=0 k=0

(Z) (Z:lkg) = (Z) (Z) : En utilisant la définition des combinatoires par les factorielles, on a

EE; Z)’lz) B kil(!n TR (Z!_ k:)!(_(n — k) —n(!s — B K —k)n—s { <Z> <Z::> _ <:) <Z)

sln—s) " K(s— k) k(s —k)n—s)
ps = C3[p(1+ q)]*(¢?)"* : En utilisant les deux égalités précédentes, on obtient

ps=P(Z =3s)=p'g>* zs: (Z) (Z B :) " =p° Zs: (Z) <Z> "= <Z>p$q2"_s zi: (Z) g "

k=0 k=0

On voit apparaitre une belle formule du binéme avec a = ¢~ et b = 1 donc

b — <Z)psq2nsi (Z) (¢ HF()Fs = (Z)psq%s (1+¢7") = (Z)psqms (qz;l)s

k=0

= (Z)psq?n‘s(q +1)%7" = <n>psq2”‘28(q +1)" = (Z) [p(q + DI (6"

S
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(f) Puisqueg=1—-p&op=1—-qonap(l+q)=(1-¢q)(1+q)=1-¢?donc
Z(Q) =[0,n], Vke[0,n], P(Z=s)= <Z> [1-¢*]" ()"

ce qui montre que Z suit la loi binomiale B(n,1 — ¢?) = B(n,p(2 — p))
Remarque : on en déduit immédiatement que E(Z) = np(2—p) et, puisque E(X) = np, on obtient que

E(Z)=E(X+Y)=EX)+E(Y) & EY)=E(Z)-E(X)=np(2-p)—np=np(2-p—1) =np(1-p)

En moyenne, la secrétaire obtient np(1l — p) correspondants.
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