PHEC1 Correction feuille d’exercices n°13 2005-2006

correction de ’exercice 1
Je laisse le soin au lecteur que chaque fonction sous le symbole intégrale est une fonction continue sur l'intervalle fermé
d’intégration. Chacune de ces intégrales se calculent a ’aide de primitives :

e 53
: La fonction ¢ — (¢ + 1)(t +2)? = ¢3 4 5% + 8¢ + 4 admet ¢ — 1 + 3 + 4t% + 4t pour primitive donc
t* 5t Y
L= |— 4+ +47 + 4t ==
173 . 3
, 23/2 93/2
: La fonction = — /z (z — 2\/z) = 2%/% — 22 admet x — 33 % = 5 - 2?2 pour primitive donc

22:3/2 =t , , ,
I, = { 503 — xz} = 736 (remarque : 43/ = (41/2)3 = (V/4)? = 2° = 8)
=0

exp(uln3) 3%

: La fonction u — 3* = exp(uln3) admet u — pour primitive donc

In3 ~ In3
341" 6
I = | —— = —
s Ln B}H_l In3

—1/2 o2

1
I4|: La fonction y — —— = y~3/2 admet pour primitive y —
Yy -1/2

-

-2
= — donc
VY

y=1

2

: On reconnait un début de formule du type u’e*. En posant u = 22 — 2, on a v’ = 2z — 1 donc (22 — 1) exp(z? — 2) =

u’ exp(u), dont une primitive est e* = exp(z? — 2), ce qui implique

Is = [exp(22 — Z)]Z(l) =0
[1s]: 0 it un début de formule du type . E tu=1+ —se L 24 o
n reconnait un début de formule du type —. En posant u = a’, on a v = 3a — =a? donc —— =
yp \/a p 3 /1_|_a3
L 1, g " t1u1/2 202 _2 iva A
—— ' ont une primitive es =—ul/?2 =2 a3, ce qui implique
3V 3 P 371/2 3 3 ) o aul mmbad
2 =2 2
162[3\/14—@3} :2—5\/5
a=1
/
9,
: On reconnait un début de formule du type % En posant © = 2 +3¢%/2, on a u’ = 5 f@?f u donc
u

2 4 4 4
H% = §% dont une primitive est 9 In|u| = 9 In |2+ 3c3/?

, ce qui implique

c=2
I7—Eln‘2+3c3/2” 91n(2+6\[)—71n5—71 (”6\[)

c=1 5 5
. ) s , 1 (Inb)®> —
: On reconnait un début de formule du type w'«°. En posant v = Inb, on a v’ = 3 donc , = u'u® dont une primitive
ub  (Inb)s Ce
est 5= 6 ce qui implique
[ (Inb)® } =
Iy = |2 -
6 by O
: : u / 2t / 2t o0 _ L, e 1o
: On reconnait un début de formule du type —. En posant v’ = e**+2, on a ' = 2¢** < e** = —u/ donc —— = =.—
U 2 e2t4+2 2w

1 1
dont une primitive est 3 In |u| = 5 In |62t + 2|, ce qui implique

1 t=n2)/2 1 1. (4
Iy = |:21H|62t+2|:| :51114751113:5111 () (remarque : e™? = 2)

t=0 3
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. . ) ,_ (3 n@3y) _
: On reconnait un début de formule du type «w'u. En posant v = In(3v), on a v’ = ) = ; donc - = u'u dont
2 In(3 2
une primitive est % = @, ce qui implique
3
1 277=¢ 1 3))\2 1 2 1 2 _ 1 1 2
1= [@G2]T™_ (nEe))?  (n(3e)? _ (n3+37 —(m3+12 _, o
2 _ 2 2 2
y=e
< 1
I | : On reconnait un début de formule du type u’ exp(u). En posant v = —3°, on a v/ = —54* & p* = —5u’ donc
1 1 1
Btexp(—p°) = —gu’ exp(u) dont une primitive est ~E exp(u) = —x exp(—f°), ce qui implique
B=2
1 1 1
.= -2 55 _ 1 1 32
1 { 5€XP( B )L—o 53¢

/

1
: On reconnait un début de formule du type u—4. En posant u = a®? — 2o, ona v =2a—2=2(a—-1) & 1-a= —iu'
u

d e 1 1’*4d . it . 1 w3 1 1 N
onc —————=——— = ——u'u ont une primitive est —=.— = — = ————— ce qui implique
(@2 _2a)% 2ut 2 P 2773 " 6u 6(a2 _2q)3 AN DI
1 a=3/2
Iy = {} =0
6(a® —20)% | 1o
1
13| ¢ On reconnait un début de formule du type w'u®/“. En posant uw = z° + 1, on a v = 32° & 2° = —u donc
I o) i début de formule d W32 B 341 ! = 322 2 " d
1 14?2 2
22(z3 +1)3/2 = gu’u?’/2 dont une primitive est 51;% =1 (% + 1)5/27 ce qui implique
2 2484
i = {15 («° + W”} =T (remargue s 992 = (97)° = (VO)° = 8° = 243)
=0
/
1
: On reconnait un début de formule du type %. En posant v = 1 4 s29%° on a v/ = 2005.5200% & 52004 — mu’
82004 1 u/ 1 2005 u
_ . ;o o
donc (1 52005)2006. — 2005 2006 2005u U dont une primitive est
1 u—2004 - 1 B 1
2005 —2004 2005 x 2004u2904 2005 x 2004(1 4 52005)2004
ce qui implique
I 1 =t 1 N 1 B 1 L]
M7 72005 x 2004(1 4 52005)2004 | 72005 x 2004 x 22904 T 2005 x 2004 2005 x 2004 22004
s=0
1 1 e V<

I15|: On reconnait une forme du type v exp(u). En posant u = —/(,on a v/ = ———= & —= = —2u donc —= =
2VC V¢ V¢

—2u' exp(u) dont une primitive est —2exp(u) = —2exp(—+/C), ce qui implique

Iis = [*2 eXP(*\[C)r:‘l =2t -2 ?=2"2(e—1) = 2e—1)

=1 e

. v’ _ , _ et —e U v’

: On reconnait une formule du type —. En posant v = e* + e, on a v’ = e" + e~ donc prrpp— = — dont une
v et +e v
primitive est In |v| = In |e* 4+ e7¥|, ce qui implique
_ =4
Iig = [ln |e“ +e “’]52_4 =0

. / 3 -2 / -3 6 1 1 /

: On reconnait une formule du type v’ exp(u). En posant u = —S ="3vomau =60"=—=& == éu donc
v v v

—3/p2 1 1 1 3
exp(—3/v7) = 6u’ exp(u) dont une primitive est 5 exp(u) = 5 &P (—2>, ce qui implique
v

sl (3N 1
L e e “6° 6"

v=1

3
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4

o’ 1 Yy
Iig | : On reconnait une formule du type —=. En posant v = 1 + 7¢°, on a v/ = 35y* & ¢y* = —u/ donc —F0——= =
18 ype oo Enp v vheyt = o i

1 1 1 w?3 3

3
35 Ta 35u 'u='/3 dont une primitive est — " 2/3 %u2/3 == (1 + 7y5)2/3, ce qui implique
3 23] 3 9
Lig = 1+ 7y = (4-1) =~ . 8%/3 = (81/3 2%)1/3)2 = 22 — 4
0= | (14 799) ]: S@-1)= 2 (remargue (8/%)2 = ((29)/%) )
correction de ’exercice 2 U=z u =1
: On pose , . e3* | ce qui nous donne
v=e* v=—
3
1=l g 1 1, 1 1 1, 1[es]"!
A = X — —[1—dz=-¢e3 73—7/3””01 =_—e 34—~ |
{x 3L_1 / TR S LE T B - L S e N N
1 1 4
= 56_3+ 3€3+§6_3 - §e3 = §€_3+§63
u=t*+t v =2t+1
: On pose , or et , ce qui nous donne
v =e v=—
2
1 1
5 2]t e? 1 o
B=|(t +t)7 2t+1—dt—e 3 (2t 4+ 1)e“"dt
0 0
u=2t+1 u =2
Pour calculer cette derniére intégrale, on pose Y B e | ce qui nous donne
v =e V=
1 1 1
2t t=1 2t 2t t=1
1 1
/2t+ ye2tdt = {(2t+1)6] —/Q—dt: 562—7—/62%:7@2—7— {e}
2 |, 0 2 2 2 2 |,
0 0 0
1 1 1 2
= 7e2f§7562+7_62:>32627§e2:%
1
a=In(u) o =-
On pose th—%l , ce qui nous donne
b =u" b=
n+1
n+1 € < n+1 1 n+1 1 ¢ n+1 1 n4+17€
c, = |- In(u) —/ “ X —du = = — /u"du: c - “
n+1 =1 n+1l wu n+l n+1 n+l n+1[n+1],,
1 1
B e7l+1 en+1 + 1 B nen+1 _|_ 1
 on+1l (D2 (n+1)2 0 (n+1)2
1
a=In(u) o =-
@ On pose 1 v , ce qui nous donne
b’:; b=1In|v] =1Inv (car v € [\/e, €] donc v > 0)
— 1 1 3 3 3
D = [(Inv)? — [ =1 =l---D&eD=-"-D&2D="oD="
[(Inv) ]v:\/g » n(v)dv 1 = 1 & 1 3
e
1
u=1Ins u ==
E| On pose 5 3/2 9 , ce qui nous donne
v =13s=+3s/2 v= 35— 2
3/2 /3
ey 4 4 5
2 2 1 2 2 [s%/2
E = 3/21115] f/—sg/Qxfds:—n f—/sl/zdsf—ln [}
L/ﬁ =1 V3 s V3 V3 V3 V3 13/2]
16 4 16 28
= —lnd—-—8-1)=—nd—- —
V3 3\/3( ) V3 3v3
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remarque 43/2 = (41/2)3 = (\/4)3 = 23 = 8)

1+2t) 2
u = In(1 + 2t) u’:(1+2) =T
On pose 1 1(1_:_ 2tt)_2 +2 1 , ce qui nous donne
/:7‘ = 1 2t -3 = — = —
V= Ao - 2 2 2 (1 + 2t)2
1 =1 1 2 1 Lt
F = |————— xIn(1+2t — [ - dt=——M3+> [ ——
[ o < mi )L_O / A1+20? " Ttot 36 " +2/(1+2t)3
0 0
1 171 (1+2t)-2]"7" 1 1 11" 1
= ——m34+-|=x——| =——I3—=|——-| ==-_—In3
36 +2[2 2 |,, 36 " 8|(0+20%),, 9 36
1
u = In(z) u ==
On pose xfﬁ , ce qui nous donne
v =223 +1 U—7+£L'
2 62 62 2
4 r=e 4 d 3 4 r=e
G = T y2)ng —/ T 4z —x:es+262—/ T p1)de=eb+22— |2 42
2 - 2 z 2 8 -
1 1
1 9 7 9
= 68+262—§68—62+§=§68+62+§

On effectue 4 intégrations par parties successives, en intégrant systématiquement I’exponentielle et en dérivant la puis-
sance, ce qui nous donne

1 1 1 1

H = [y4ey]zz(1) — /4y36ydy =e— 4/y3eydy =e—4 [yBey] y:1 /3y eVdy | =e—4|e— 3/y26”dy
0 0 0 0

1 1 1 1

= —-3e+ 12/y26y =—3e+12 [ery]Z:) — /2yeydy =—-3e+12|e— Z/yeydy =9¢ — 24/yeydy
0 0 0 0
1 1 1
= 9e—24 [yey]zzé - /1eydy =9 —-24|e— /eydy = —15e + 24/eydy = —15e+ 24 [ey]zié
0 0 0

= —15e+24(e—1)=9c—24

On effectue trois intégrations par parties successives, en intégrant systématiquement la puissance et en dérivant la

(In z)k—1

puissance du logarithme ([(In z)k]/ =k(Inz)(Inz)*! =k ), ce qui nous donne

3 e F .3 3(In )2 3 7 3 3 z=e L3 9]
I = [z(lnz)3}z_1—/2x (I;Z> dz:%—/zQ(lnz)de:%— {Z(lnz)QL_l—/Zg :Zdz
1 1 1
5 (e 2 2 | o3 B R L B 2 (er 1
= %— %—g/zzlnzdz :§/z21nzdz:g {ZglnzL:l—/zgxzdz :3<63—3/22dz
1 1 1

2/ 2[227177° 2, 25,2 4, 2
- —— |5 =—-e" — € - = € -
9 913, 9 27 27 27 27

3z + 1) 3
3r+1 3x+1

@\l\')

u=InBz+1) o=

On pose

, ce qui nous donne

1 3z +1)* (31:+1)
= 1)3 —
(Bz+1) 37 4 12
1 1
(3z 4+ 1)* / 3x+1 3 64 1/
- In =—Ind4— - 1
7 [ g e X g =g o [Get )
0 0

64 11 Bz+1)*""" 64 1 64 85
71 44{3x4 w_of—l 4—4—(25671) §1n4ff
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—

u=Iny o' =- .
En remarquant que Iny = 1 X Iny, on pose y , ce qui nous donne

V=1 wv=y

e [ 1 r .
K:[ylny}sz/yx;dy:ef/dyzef[y]ﬂﬂzl
1 1
1 1
1 I+ -5 1
1 1 —ln 1—’-* U/: = = —
Enremarquantqueln 1—}—% =1xIn 1—&—; , Ol pose t 1_'_1 t+1 tt+1) ,
t t
v =1 v=t

ce qui nous donne

N 1 3 ot
L = |tln({l1+ = —|t|l———|dt=2In| =] —In2 ——— =2In3—-2In2-n2+(In(t+1
o (1+3)], - [ () = (3) -ma+ [ 335 -2ma-2me - ma+ e+ 2
1 1
= 2In3-3In24+In3—-In2=3In3—-4In2
1 1
1 1+ -3 1
u=In(1+ - uw = RN h— .
On pose s 1_’_1 s+1 s(s+1) , ce qui nous donne
s s

v =1+2s v=s+s>

6=9 2 2
M = {(ersz)ln <1+1)} —/(s+52) ( ! )dsﬁln <3>21n2+/d561n3 8In2+[s]°=> = 6In3—-8In2+1
5) )44 s(s+1) 2
1 1

1+ 2

[1+2 (1—x> (1-1) Vi—=z 1

Onpose YTV u:2 1+x :2\/14-9;:(1—@2 1+$:(1_3;)3/2\/m ,ce qui nous donne
\/1—x Vi—z

vV=1-2x wv=uzx—z2

=1/2 1/2
: 1

—/(m—xQ) dx

(1-2)32/1+x

1/2 1/2

- “5/1_x¢11_%)¢m [ [

/
. . e U
On remarque dans la fonction intervenant dans la derniére intégrale est de la forme —. En posant u = 1 — 22, on a v/ =

14z
1—=x

N = [(:c—f)

z=0

Vu
1 1 1 1 ul/?
—2r & x = —§u’ donc ﬁ =—5X % = —§u’u_1/2 dont une primitive est —g X % = - —Vu=—v1-—22
ce qui permet d’écrire
1 = V3 3
N=V3- {—\/1—%2} . ff ——1_1\/:’3—1
correction de I’exercice 3 w=In(z) o = l
a) On pose 1 T , ce qui nous donne
b’:; b=In|z| =Inz (car = € [a,1/a] donc z > 0)
1/a 1/a
r= a 1 1
I(a) = /(lnx) dx = [(lnx)ﬂmﬂll/ - / —(Inz)dx = (In ())2 — (Ina)? — I(a)
= x a
I(a) = (~Ina)?*—(Ina)®—1I(a)=—I(a) < 2I(a) =0< I(a) =0
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b) Onposele,dxz t,quanda:—a t—letquandx—1 t = a donc
t 2 a a
a a a 1/a
I(a) = /ln (1)1&(—?5) :—/(—lnt)%:/h%tdt:—/ln%dt (par le relation de Chasles)
a 1/a 1/a a
I(a) = —-I(a)e2[(a)=0<1(a)=0

correction de 1’exercice 4
A Taide de changement de variables indiqués, calculer les intégrales suivantes :

z—1 d
Onposez—Sw—&—l(:)w—T dw 3Z,quandsz,zzl,quandwzl,z:él, ce qui nous donne

4 4 z=4
z2—1 ~dz 1 1252 23/2 1/2 2 2 2 116
A= ez _ L (3/2_ 1/2>d I i (f stz 2 2y Y
/ 3 Vo3 9/ P TE) g5 3, a5t T3 T573) T 135
1 1

remarque : 45/% = (41/2)5 = (\/4)® = 25, 43/2 = (41/2)3 = (V/4)3 = 23
On pose z =Int <t =¢€", dt =e"dz, quand t =1, x = 0 et quand ¢t = e, x = 1, ce qui nous donne

1

1 1 - .
:/iemdx:/xd:c: r = -
et 2 ),—0 2

0 0

: dv .
Onposev=e"<x=Inv,dr=—, quand x =0, v =1 et quand = = 1, v = ¢, ce qui nous donne
v

1 1 i 1 1 —
C = = | —dv = - — dv =11 —1 =S =1-1 1)+ 1In2
/UHU /(UH)” (3= o1 do= Dbl o+ 1255 =1~ e+ 1) 4 1n
1

x t t dt
O el = —— <t t=zozx(l-t)=ter=——,do= dt =
@ n pose P r+t=x< z( ) z=1—pdo (l—t)

1 1 1
Quandx—i t:§et quandx:Lt:i donc
1/2 1/2 ) 1/2
D:/ ! It :/(1_t> Int /m—tdt
t t (1—1)2 t 1 — )2
s \17—7) 1% +1 1/3 1/3
Pour cette derniére intégrale, on procéde par intégration par partie en intégrant m et en dérivant Int, ce qui nous donne
1/2 1/ 2 ) ) 1/2
lnt t 1/2 1 1 Int 9 9
1/3 /3 1/ 1/3
1/2
/ ln—tdt ~ (In2)?2 — (In3)? D (In2)% — (In 3)?
2 2
1/3

. 1
Onposea=5+1es=(a—1)3 ds= g(a —1)"?/%da, quand s = 1, & = 2 et quand s = 2, a = 9, ce qui nous

donne

(a—1)1/3s5 3

&=
I
Vi —c

9 9
1 1 1 — 1) V3 (a—1)"2/3 1 -1
x = x (a—1)"23dda = g/ (= D)7 Pla= )7 = f/uda
2

« 3 «
2

. (1 1 1 1
= 3 — — |Jda= =1 —1 1 ::71 —1 In2

3/aa—1 /<a—1 a) @ 3[H|O‘ | — n|oz|} —9 3(118 n9 + In2)

2 2

_ In2°-m324+l2 _ 3n2-2mI3+In2 _3Ind—2In3
a 3 - 3 - 3
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dv

FlOnposev=u?+1ou=—o—_1 €[-1,0]), du= ——
n pose v =u u v (car u € | D), du SNOES

qui nous donne

,quand u = —1, v =2 et quand u =0, v = 1, ce

1

1 1 1
o /(—\/v—l)?’ v _1/(1}—1)3/2 dv _1/1;—1 1/ B "
B vy/v Wv—1) 2 v3/2 (v—1)Y2 2 ) 03/2 2 vl/2 v3/2
2 2 2

2

1 v=1
1 ~1/2 —3/2) 1ol yl/2 1 [ 1/2 —1/2} v=l [ 1/2 —1/2]”21
2/(” o) =g e T ), T BT T LT L
2

1 V2 3
= 2—\@—5:24/5—7_2—5@

On pose z =2+ 1 & t = +/x — 1 (puisque t € [0,3]) et dt =

qui nous donne

d
2\/%.Quandtzo,leetquandt:&x:lo,ce

10 10
7/\/az—l><1nm dx 71/1111:
= 5|

= d
W1 z v

Pour cette derniere intégrale, on procéde par une intégration par parties en intégrant — et en dérivant In x, ce qui nous donne
x

1 1 1 1 (In1 In 10)2
/ﬂdx— ln 10 /de /—dm— In 10) @/nm n20) :G:(n40)

correction de 1’exercice 5
Pour comparer deux intégrales, il existe deux approches.
Soit les intégrales portent sur un méme segment mais sur des fonctions distinctes : on utilise que f — g est de signe constant

sur un segment [ alors [ f — [ g = [(f — g) qui est du signe de f — g sur I (lorsque les bornes sont dans I'ordre croissant)
I I
Soit les intégrales portent sur une méme fonction mais sur des intervalles distincts : on utilise la relation de Chasles

c b b b c
J f—J f =] f puis le signe de f sur le segment [c,b] pour obtenir le signe de [ f donc de [ f— [ f (lorsque les bornes sont
dans ordre croissant, ¢’est-a-dire ¢ < b)

(fonction commune)

n+1 n n+1

Apt1 — Qp = / exp(—t?)dt — /exp(—tQ)dt = / exp(—t?) dt >0 (carn<n+1)
| ——
0 0 " >0 sur [n,n+1]

(pulbque n <n+1) donc a,+1 — a, = 0, ce qui implique que la suite (ay,), est croissante.

(fonction commune)
n+1

n n+1
1 1 1
bn+1—bn:/ln<1+)—/ln<1+):/ 1n<1+) dr >0 (carm<n+1)
T T T
0 0 —_—

n
>0 sur [n,n+1]

bn+1 — by, = 0, ce qui implique que la suite (b,),, est croissante.

(fonction commune)

=0
1/(n+1) 1/n 1/(n+1) 1/n
Cntl — Cp = / lfixgdx—/lfixsdx: / lfxgdx:— / lfiaﬁ dr <0 (Carn—lklg%)
0 0 1/n 1/(n+1) m]
Cnt1 — Cn < 0, ce qui implique que la suite (¢,,),, est décroissante.
(fonctlon commune) Lorsque n > let x € [n,n+1],alorsz >1=1-2<0= (1-2)><0etlona
n+1 n n+1 nt1
dpy1—dy = / (1—z)%e"dx — /(1 —z)?edr = / (1 —z)%e"dx / (1—z)®e” dr<0 (carn<n+1)
i i n CETI ST
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dp+1 — d,, <0, ce qui implique que la suite (d,,),, est décroissante.

(intervalle commun)

>0 <0
| xn-&-l ! " ! JL‘“"H " p " (m _ 1)
en+1—en:/1+xdx—/1 xdm:/ﬁdx:/ﬁdxgo (car 0 < 1)
0 0 0 ~
>0
donc e, 41 — e, < 0, ce qui implique que la suite (e, ), est décroissante.
(intervalle commun)
2 2 2 20 <0
/-/\/—’A
fn+1—fn:/(lnt)"+1dx /lnt / [(Int)" ™" — (Int)"] :/ (Int)"[(Int) —1]de <0 (car 1 <2et Int <In2 < Ine
1 1 1
donc fr41 — fn <0, ce qui implique que la suite (f,, ), est décroissante.
(intervalle commun)
1 1 1
2 2
Inil — 9n /:Eexp (n+1)2 /xexp /x exp(—(n + 1)°z) — exp(—n‘z)]dz
0 0 0

= /cz:[exp(—n%c — 2nx — x) — exp(—n’z)]dz
0
1 <0

z exp(—n?z)exp(—2nz —2) — 1]dz <0 (car 0 < 1 et e® < e’ = 1 lorsque a < 0)
S TN T

0 =0 >0 <0
donc gn+1 — gn < 0, ce qui implique que la suite (gy,), est décroissante

(intervalle commun)

0 0
hopt1—hn = x exp(( 2g)dx — /xexp(n%)dx = /x[exp((n +1)%z) — exp(n?z)]dx
21 1

<0

x exp(n’z [exp(2nm +2)—1]dz >0 (car —1<0ete® <e’ =1 lorsque a < 0)
<0 <0
< > <

0
/
0
/x exp(n’z + 2nzx + x) — exp(n’z)|dz
41
[<e
41

donc hy41 — by = 0, ce qui implique que la suite (hy,),, est croissante

(fonction commune)

1/(n+1) 1/n 1/(n+1) 1/n <0 . . .
T / (Iny)*dy — /(lny)3dy = / (Iny)*dy = — / (Iny)3dy >0 (car il < - et y < - <1)
1 1 1/n 1/(n+1) <0
<0

donc i,4+1 — 4, = 0, ce qui implique que la suite (i,,),, est croissante.

(intervalle commun)

2 2 2 2
ul/(n+1) U 1/(n+1) /n 1— ul/n—l/(n—i—l)
TP S— du — - " du= 1/(n+1) d
Jnt17J / 14+u “ /1—|—u / 14+u “ /u 14+u u
1 1 1 1
<0
2 /d—
1— 1/n(n+1)
= /ul/("ﬂ)uidu <0 (carl1<2etu®*>1lorsque >0etu>1)
~—— 1+u
1 >0
>0
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donc jn41 — jn = 0, ce qui implique que la suite (j,,), est décroissante.

(intervalle commun)

1
kni1t —kn, =
S T
0

1 M
n+1 ’LL)
= / du>0 (car0<1)
0

—

1

1
/u1+u _ ﬂ+1 / u™ — n+1) p
U
14+ um)(1+untl) 1+ um)(1+untl)
0

0

(=)

1+u™) (14wt

=0

donc k,11 — ky, > 0, ce qui implique que la suite (k). est croissante.
(fonction commune). Pour n > 1, on a

>0
In(n+1) Inn In(n+1) P
t t t
lpa1— 1y = ——dt — ——dt = —dt <0 1 et P =n>1
1 / 1 — exp(t) / 1 — exp(¢) 1 —exp(t) (carn <t o n=z1)
Inn N——
<0

donc l,,11 — 1, <0, ce qui implique que la suite (I,,),, est décroissante.

correction de I’exercice 6
La fonction In étant croissante sur | — 1, +oo[, on a Vz € [0, +oo[, 0 = In(1 4 0) < In(1 + z). Ensuite, on introduit la fonction

x
i 1= Toa qui est négative sur R donc la fonction g est

décroissante sur R. Puisque g(0) = 0, on en déduit que Vo >0, g(z) < g¢g(0)=0<In(l+2z) <z
Pour tout n € N et tout € [0, 1], le réel 2™ est positif donc on peut remplacer le 2 dans I'inégalité précédente par a2, ce
qui nous donne

g(x) = In(1 + x) — . Sa dérivée est donnée par ¢'(z) =

VneN, Vze[0,1], 0<In(l+z")<a"

En intégrant cette inégalité sur [0, 1], on en déduit

1 1 1 ot 1 .
Vn € N, /de /1n1+a: </x”dm:0<]n< =
n+1], _, n+l1
0 0 0
1
Puisque lim = lim 0 = 0, linégalité précédente permet d’appliquer le théoréme d’encadrement donc lim I, = 0.
n—+oo N + 1 n~>+oo n—-+oo

correction de I’exercice 7
Puisque z, © — 1 et vz2 — 1 sont positifs lorsque x €]1,400[, on a

1
;g\/;@\/ <zerP-1<2?e-1<0

cette derniére inégalité étant vraie, on en déduit que Vz €]1, +o0],

1 1
= 1< 1(:>x—1<\/x2—1(:>(x—1) <rP-ler?-2r+1<2’-1e2<22e 1<
€T — T —

1
x—1’

ce qui montre que

<

2 -1

1 1
< <
x2 —1 r—1

cette derniére inégalité étant vraie, on en déduit que Vz €]1, 400,

8|~

Vz €]1, +o0],

Puisque n > 2, lintervalle [2,n] est inclu dans U'intervalle ]1, +o00[, ce qui nous autorise & intégrer 'encadrement précédent
sur [2,n]

n

ndx f dx dx z=n z=n
/? < /\/ﬁ g/x_l Sz, <I,<[lnjz -1,y ©lnn-n2< 1, <lnn—1)
2 2 2
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Puisque lim Inn —In2 = lim In(n — 1) = 400, le théoréme d’encadrement montre que lim I, = +oo. Ensuite, en
n—-+oo n—-+o0o n—-+o0o

divisant I’encadrement précédent par Inn, on a
In (1 —

1 1
9 I, ln(n_l)_ln[n(l—n)]_lnn—l—ln(l—n)_l

SEES
N————

1- < — <
Inn Inn In In Inn + Inn
In{1—-—
2 I, N ( >
1— < <1+
Inn " Inn Inn
1
1 In <1 - > In 2
n
Puisque lim In (1 — ) =0et lim Inn = 400, il est immédiat que hm 1+ N M g 1 22— et le
n—-+oo n n—-+oo n—-+oo lnn n—-+oo nn
théoréme d’encadrement montre que lir_~r_1 l—n =1, ce que 'on peut encore écrire I, ~ In n.
n—-+oo 1NN n—-—+0oo
correction de I’exercice 8 !
’ Monotonie de I,, | : On commence par remarquer que I,, = / (1—-x)]
0
1 1 1
In+1fIn:/[:c(1—m)]n+l [z(1 —z)]" / {z(lfa:)—1}d:p*/[z(lf:c)}"{fx2+zfl}dz
0 0 0

Le trinome —22 4+ 2 — 1 a pour discriminant —3 < 0 donc il est de signe constant sur R, ce qui implique qu’il est de signe
négatif sur R donc sur [0, 1]. L’intégration portant sur des bornes croissantes, on a

n

1
Iny1 — I—/ z(1—x) —z24+2x—1pdr<0
——
0 [>0sur [o 1 <0 sur [0,1]
donc la suite (I,,), est décroissante.
’ Encadrement simple de I, | :
0 < " < 1 1 1
vz € [0,1], 0<1-2z<1 =Vz €[0,1], ng"(l—x)”g1:0</m"(1—m)”dm</dm:0<]n<1.
0<(1l-2)"<1 0 0

’ Convergence de I, ‘ : La suite (I,,),, est décroissante et minorée par 0 donc elle converge.

1
vneN, 0<I, < ik La fonction = +— z — 22 est dérivable sur [0,1] et (z — 2?)’ = 1 — 2z donc
z |0 172 1
1—-2z 0
r — 2? 1/4
0|/ N |0

Par conséquent, on en déduit que

1 1
1\" 1\" 1\N" 1
vz € [0,1], og[x(1—x)}"<<4) :0</[m(1—3¢)]"dw</(4) dm:>0<1n<<4> -
0 0

1
Puisque lim — = lim 0 =0, le théoréme d’encadrement montre que lim I, =0.
n——+oo 4M n—-+00 n—-+400

1

correction de I’exercice 9 " " 1
Calcul de I I / dx. Il est immédiat que —— =1 — donc
1+2x 1+ 1+

Z(l
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1
x 1 r=b
Calcul de I | : I, = / T2 dx = {2 In(1+ IQ):| » =3 In2
0
Signe de I, | :La fonction = — 33
142

1

— est positive sur [0,1] et 'intégrale portant sur des bornes croissantes, on en déduit

que / 1 f:c” dx = I,, est positive.
0
’ Encadrement de I, ‘ :

0<z«<1
Ve € [0,1], 0<2"<1 é{
1<I4+2"<2

1 1
= /deg/ 33 dm</1d$:>0<1n<1.
1+a2m
0 0

Monotonie de (I,) ‘ :

1 1 1 1
x x 1 1 1+2" — (142"t
ILyo1—1, = ———dxr — de = - dr =
! /1—|—x"+1 ‘ /1—|—x" ‘ /mLer"H 1—|—ac"} ‘ /x{(l—&—aﬂ”l)(l—l—x")
0 0 0 0
>0 sur [0,1]
L n n+1 ! 1
" — " —x
= T dr = "1 dr >0 (0<1
/ {(Hw”*l)(lwn)] / ~— | (1+z"")(1+a") 0=
0 0 >0 sur [0,1]
>0 sur [0,1]

donc la suite (I,), est croissante.

Convergence de (I,,) | : La suite (I,), est croissante et majorée par 1 donc elle converge.

1 1
Vn € N, /x(l —z™)dx < I, < /xdm L’intégration portant sur le méme intervalle et I'intégration portant sur des bornes
0 0
x
croissantes, il suffit de montrer que Vz € [0,1], (1 —z") < T < z.
x
<0 sur [0,1] car —z"<0
——l
x z(1—a2™)(1+2a") —=x (1—a2*)—1 x
(1l —2") — = = T <0 z(l-2") < sur [0,1
( ) 1+ 27 1+ 27 ~~ 1+ 2" = ( )\1+x” [0,1]
>0 sur [0,1] S——
>0 sur [0,1]

1

<

1_|_zn\1 = m < x sur [0,1]

ce qui démontre 'encadrement. En intégrant sur [0,1] (les bornes étant dans I'ordre croissant), on en déduit que
1 1

Vn € N, /w(l —z™)dx < I, < /xd:c

0 0

lim I, |: L’encadrement précédent combiné & un calcul direct nous donne

n—-+o00
1
/3:(1 —z")dxr =
0

1
2 n+2 72=1 1 1 272=1 1
_ n+1d — £_$ — _ _ t d — i — _
(ot e [2 n+2L_o 2 nk2 O )T 2], 72
0

N = o\»—t

1 1

= _n+2<1"<5
Pui li ! ! li L_1 le théoréeme d’ d t t lim 1, !
i im (z———]= lim -== rém ncadrement montr im = _.
uisque lim {5 — = Jim o =, le théoréme d’encadreme ontre que lim I, =
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