PHEC1 Correction feuille d’exercices n°12 2005-2006

correction de ’exercice 1 1 1
a) A% =9I par calcul direct, ce qui implique que A <9A> = I donc A est inversible et son inverse est §A, ie.

1 2 2

9 9 9

A—l A _ g _1 g

- 19 9 9

2 2 1

9 9
b) Un calcul direct nous donne
1 0 0
A=|-6 7T —6|=A"+A-21=0

-3 3 -2

On en déduit que

A(A+I):2]<:>A<A_2|—I> —1,

1
ce qui montre que A est inversible et que son inverse est §(A +1),ie.

1 0 0
1 3 -2 3
AT =5A+D=[3 3 3
2 2 2
¢) Un calcul direct nous donne
1 1 3 -1 3 5
A=(-1 3 1| A*=AxA=[1 -3 3 |=4"-A"-2444I=0
-1 -1 1 -3 1 -1

On en déduit que

2_A—
A3—A2—2A:—4I<:>A<AA42]):I

1
ce qui montre que A est inversible et que son inverse est §(A +1),ie.

1 0 1
2 2
1 1 1
—1_ _top2_ g4 _1=z == 0
At = 4(A A-=2I)= B B
1 1
0 =
2 2
2 20
d) Un calcul direct nous donne A2 = [ 2 2 0| = 2A. Le terme en I n’étant pas présent, supposons que la matrice A
-2 2 4

soit inversible, donc A~! existe. L’égalité précédente implique que
A? =24 A?A7 =244 s A=2]

or il est évident que A # 21 donc

1 1 0
la matrice A= 1 1 0] n’est pas inversible.
-1 1 2
e) Un calcul direct nous donne
3 2 2 2
2 |2 3 2 2 2 oA ar_
A = 9 9 3 o = A*—2A-3I=0
2 2 2 3
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On en déduit que

A2—2A:3I<:>A<A;2]> =1

1
ce qui montre que A est inversible et que son inverse est §(A —2I), i.e.

2 11
3 3 3 3
12 11
o, 1 3 3 3 3
AT =gA=2D)=1 1 1 9
3 3 3 3
o1 2
3 3 3 3
10 --- 10
f) Un calcul direct nous donne A? = : .. 1| =10A. Le terme en I n’étant pas présent, supposons que la matrice
10 --- 10

A soit inversible, donc A~! existe. L’égalité précédente implique que
A2 =10A & A?A™' =10AA & A=10]

or il est évident que A # 101 donc

1 - 1
la matrice A= |1 . 1| €Mp(R) n’est pas inversible.
1 .. 1
correction de ’exercice 2
1. Je laisse au lecteur le soin de vérifier que
-1 1 1 0 0o 0 0 O 0 0 0 O
-1 1 0 1 1 -1 -1 0 0 0 00
2 _ _ 3_ 72 _ 4 _ g3 _
Jf=JxJ= 0 0 1 -1l JP=J*xJ)= 1 L Jt=J’xJ= 00 0 0
0 0 1 -1 -1 1 1 0 00 0O
donc pour k>4, JF=J*xJ*"F=04xJF4=0,

2. On calcule directement :

I+NI—-J+ =T =P —1J+1 1P+ J - P+ P =T =1 J+ -+ J-+ P -Jt=1-J' =1

3. La question précédente montre que

’1& matrice (I + J) est inversible et que son inverse est I — J + J2 — J3

ou, sous une forme plus explicite

1 0o 1 -—1\" 0 1 0 1
-2 2 A | 0o 2 -1 2
-1 _ _

U+ =19 4 0 o =|-10 2 =1

3 -2 -2 1 -2 1 2 0

correction de I’exercice 3
1. On se lance directement dans le calcul :
a+1 —a —a b+1 -b —-b l1+a+b —a—>b —a—>b
N(a)N(b) = a —a+1l —a b —b+1 —b| = a+b —b—a+1 —a—b|=N(a+b)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Pour tous réels a et b, on a N(a)N(b) = N(a +b) ‘
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2. Il est immédiat que

c+1 - —c 100 )
Ne)=I; & ¢c —c+1 —c|=[01 0|« c—_() <ce=0
0o 0 1 00 1 Aol

3. On recherche l'inverse éventuel de N(a) sous la forme N(b) (c’est I’astuce pour les matrices & parameétre).
N(@N@®)=I3& Na+b)=N0)&a+b=0b=—a

Par conséquent,

la matrice N(a) est inversible et son inverse est N(—a), ce que 'on peut encore écrire [N (a)]~! = N(—a) ‘

correction de 1’exercice 4
1. On développe simplement la formule en utilisant que A* = 0si k > 3 (car A* = A¥3A43sik—3>0s k > 3) et que
IB = BI = B lorsque B est une matrice quelconque.

t2 t’2
EMWEW) = (I+tA+ 5A2)(I+ t'A+ 7Az)
2 / / 12 1 "2 2 12/ 1 AV 3 1 4,2 74\2
= DA+ t) A+ (#4587 + 5()7 ) A%+ ( 57 + SH(E)7 ) A+ AN
12 2 2 2 / 12
= I+t’A+%A2+tA+tt’A2+%A2:I+(t+t’)A+$A2

¢ +2tl) A =E(t+1).

= I+(t+th)A+

2. E(t)E(—t) = E(t+ (—t)) = E(0) = I donc E(t) est inversible et E(—t) est son inverse, i.e.

(Et) ' =E(-t)=1—tA+ %42

3. n=2, E(2t) = E(t+t) = E(t)Et(t) = E(t)?
n =3, E(3t) = BE(2t +t) = BE(20)E(t) = (E(t))2E(t) = E(t)3.
n =4, E(4t) = EG3t +t) = E(3t)E(t) = (E())*E(t) = E(t)*.
n=>5, BE(5t) = E(4t +t) = E(4t)E(t) = (E(t))*E(t) = E(t)*.

Montrons par récurrence que pour tout réel ¢ et tout entier n, la proposition (P,,) : E(nt) = E(t)" est vraie
Intialisation : n =0, FE(t)°=1= E(0) donc (Py) est vraie.
Heérédité : supposons que (P,,) est vraie.

E((n+1)t) = E(nt +t) = E(nt)E(t) & E(t)"E(t) = (E(t))" !

donc (Py+1) est vrale, ce qui démontre que

(nt)* 5
5 A°.

V>0, (E@)"=Ent)=

correction de ’exercice 5
Le pivot est notre seul et unique ami pour la résolution des systémes

2c4+y+2=-5 2r+y+2z=-5 Pivot pour x
1. 20+ 13y —7z2=-1 & 12y —8z=4 | Lo Ly— 1,
r—y+z=1 —3y+2z=7| Lz 2L3— Ly
z=-8
2r+y+z2=-5 8z+4
& Pivot pour y s Y 12 - -
—4z =32 | Lz — 4Lz + Ly e Y=z,
2

’ le systéme admet une unique solution qui est (4, —5, —8) ‘
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3x+2y+22=1 ’3m+2y—|—2z:1‘ Pivot pour x 3x+2y+22=1
2. dr—y+32=-1 & —1ly+2=-T Lo «— 3Ly — 4L, & —1ly+2=-7 Pivot pour y
20 +5y+z2=1 ly—2z=1 L3 «— 3L —21, 0= —6 Ly «— L3+ Lo
’La derniére égalité étant visiblement impossible, le systéme n’admet aucune solution.
2r+y=2 2e+y=2|| Pivot pour 2r+y=2 y=0
3. r+2y=1 & 3y =0 Ly —2Ly—1 & 3y =0 Pivot pour y & 727y71
£L’+y:1 _y:() L3<—2L3—L1 0=0 L3<—3L3+L1 r= 2 B
’ le systéme admet une unique solution qui est (1,0) ‘
r+3y—z+t=1 ’$+3y—z+t=1 pivot pour x
20 +13 — 72+ 2t =2 7y-5z:0 Lo +—— Lo — 2L,
4.
r—y+z+t=0 —dy+22=-1| Lz~ Lz— Iy
r+Ty—4z+t=-1 4y — 3z = —2 Ly+— Ly— 1Ly
r+3y—z+t=1 r+3y—z+t=1
PN pivot pour y - Ty—5z=0
—6z=—7| L3« TL3+4Lo pivot pour z
—z=—14 | Ly« TLy—4Ly 0=-77| Ly 6Lsy— L3
’La derniere égalité étant visiblement impossible, le systéme n’admet aucune solution.
y+z+t=-1 r+z+t=0 I z+2z+t=0 pivot pour x
r+z+t=0 y+z+t=-1 ! 2 o y+z+t=-1
r+y+t=1 r+y+t=1 y—z=1 Ly« L3 — Ly
TH+y+z2=2 T+y+z=2 y—t=2| Lo Ly— 1Ly
L 4
-3
rT+z+1=0 r4+2+t=0 Z:E:_l
pivot pour y y+z+t=-1 —2 3
<~ .
92— +=92 | L3« L3 — Lo —2z—t=2 | pwot pour z B
292 =3| Li—Ls— Ly —3t=4 | Ly« 2L, — Ly y
r=—-z—1t=;
. . . 52 1 4
le systéme admet une unique solution qui est (7, - ==, —7)
3’3" 3 3
20 +y+z+t=-> 20 4+y+z+t=-5 pivot pour T
6. 20 +3y —3z+t=-1 < 2y —4dz=4| Lo La—1In
r—y+z—1t=1 _3y+z_3t:7 Ly« 2L3— L4
26 + 6t 13 3t
z = = —— — —
—10 5 )
2x4+y+z2z+t=-5 41 4z 16 6
& 20 —4z =4 pivot pour y & =7 :*E*St
xTr = = - —_—
2 5 5
2 16 6 13 3
le systéme admet une infinité de solutions de la forme (5 + 515, —5 gt, 5 gt, t) teR
ut+w=1 Pivot pour u utw=1
7 v+w=0 v+w=0 N Pivot pour v
u+v=12 v—w=11 L3+ L3— 14 —2w =11 L3+« L3— Lo
u+3v=0 3v—w=-1 Ly« Ly— 14 —4w=-1 Ly« Ly—3Ly
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u+w=1
v4+w=0
< Pivot pour w
02—23 L4<—L4—2L2
’La derniére égalité étant visiblement impossible, le systéme n’admet aucune solution.
r+y—t=1 z+y—t=1 Pivot pour x r+y—t=1
3 —z4+y+2=0 —x+y+2z=20 Lo «— Lo+ L4 20+ 2z—1t=1 Lo« Lo+ 14
' —y+z+1t=0 —y+24+t=0 —y+z+t=0
r—z+t=1 r—z+t=1 Ly+— Ly— Ly —y—2z+2t=0 Ly+— Ly— 1Ly
‘o 4 2
10 5
r+y—t=1 r+y—t=1 Zzl_tzl
- y+z—t=1 Pivot pour y 2y+z—t=1 3 5
. _ : 11—
3z+t=1 L3 +—2L3+ Lo 3z+t=1 Pivot pour z y— Z+t:§
—z4+3t=1 Ly 2L4+ Lo 10t =4 Ly 3L4+ L3 2 5
4
=1- t=—
T Y+ 5
. . . 421 2
le systéme admet une unique solution qui est (5’ 55 3)
r+y+z2-3t=1 r4+y+z-3t=1 Pivot pour x r+y+z-3t=1
g ) Brtytatt=-1 Ay —8214t=2 | Lo Ly+3L, ]4y—8z+4t:2\ Pivot pour 4
r—3y+z+t=-1 —dy4+4t=-2 | L3~ L3—1I, —82+8t=0| ;..
r+y—3z+t=1 ~4z+4t =0 | La—Ls— Iy —4z+4t=0 ° ’ 2
z2=1
c+y+z—-3t=1
248z—4t 1
& Y 1 2 "

0=0

Pivot pour z

1
Ly «—2L4—Ls x:l—y—z+3t:§+t

1
le systéme admet une infinité de solutions de la forme (5 +t, 3 +1t,t,t)

teR

correction de ’exercice 6

On explicite 1’égalité et on se raméne & la résolution d’un systéme, en utilisant que deux matrices sont égales si et seulement

si tous ses coefficients sont égaux. On pose B = (Z Z)

1 2
3 4

J( o) = (o)l

1 2 b+2d

a+2c
3 4 > < <3a+4c

3b+4d>:<

a+3b 2a-+4b
c+3d 2c+4d

a+2c=a+3b —3b+2c=0 —2a—-3b+2d=0 I L
b+ 2d = 2a+ 4b —2a—3b+2d =0 —3b+2c=0 ! 2
3a+4c=c+ 3d 3a+3c—3d=0 3a+3c—3d=0
3b+4d = 2¢ + 4d 3b—2c=0 3b—2c=0
“oa— _ —20—3b+2d=0 _2
20 —3b+2d=0 Pivot pour a a + . b—§C
—3b+2c=0 —3b+2c=0 Pivot pour b
< —9b+6c=0 L 904 3L < 0=0 Ly~ Ly—3L, © | ,_3v=2 __
3b—2c=0 K 8 ! 0=0 Ly Ly+ Lo —2
) . v 1, 1, 12 1 2 . .
Par conséquent, la matrice B vérifie I'égalité 3 4 B=B 3 4 )8 et seulement si

B =

d 2
—c+ 3¢, c,deR
c d
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correction de I’exercice 7
On utilise le pivot de Gauss

r—y+z=a z — Z2=4a | Piwot pour x r—ytz=a
r+2y+z=0 & 3y=b—a Lo—Ly—L; & Pivot pour y
r+y+2z=c 2y+z=c—a | L3+ L3— 1Ly 32=—-a—2b+3c | L3« 3Ls—2L,
1 2 — — —
s —a—Zbae r=a+b—-c 1 1 1
. _ ALl (e
o y=—Za4 b s YT 73973 slyl=1"3 3 b
3 3 1 2 z 1 2 ¢
r=a+y—z=a+b—c z:—ga—gb—i—c 3 73 1
Par conséquent,
1 1 -1
1 1 0
l'inverse de la matrice A est la matrice A=! = 3 3
1 2
- — 1
3 3
Vérification : Un calcul direct montre que AA™' = I3 donc on bien obtenu linverse de A.
correction de 1’exercice 8
Par les opérations élémentaires sur les matrices :
Inversibilité de A
-1 0 2 ) 1 00 -1 0 2 . 1 00
0 0 1 : 01 0 |<|oO0 -1 1 : 0 0 1 ‘ oo
0 -1 1 00 1 0o 0 1 01 0 2T

La nouvelle matrice est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc la matrice A est inversible et I'on a

-1 0 0 1 -2 0 -1 0 0 -1 2 0
o -1to0| i [0 -11 LLli__LLl__zLL3 slo —1to| P fo 1 -1 Hl::él
0 0 1 01 0 2 2 0 0 1 0 10 2 2
Par conséquent,
-1 2 0
la matrice A est inversible et son inverse est A"l =| 0 1 -1
0 1 0
Vérification : un calcul direct montre que AA™! = I3
Inversibilité de B
1 -1 0 1 0 0 1 -1 0 1 0 0
1 2 1 0 1 0 & 0 3 1 -1 1 0 Lo+ Lo— 1L
1 1 0 0 0 1 0 2 0 -1 0 1 Ly« Ly — 14
1 -1 0 1 0 0
= 0 3 1 : -1 1 0
0 0 —2 -1 -2 3 L3 — 3L3 - 2L2

La nouvelle matrice est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc la matrice B est inversible et ’on a
g g

(1) gl 8 1_3 8 g Ly o 20n+ Lo o 8 2 8 :)13 8 g Ly« 6Ly + Lo
0 0 -2 -1 -2 3 0 0 -2 -1 -2 3

% 0 % Ll%%Ll

% 1 —g L3<——%L2
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Par conséquent,

1 1
3 V3
1
la matrice B est inversible et son inverse est B~! = D) 0 3
1
Lo
2 2
Vérification : un calcul direct montre que BB~ = I3
Inversibilité de C'
3 -2 0 1 0 0 3 -2 0 1 0 0
1 0 O 01 0 & 0 2 0 -1 3 0
0 1 0 00 1 0 1 0 0 0 1 Lz = 3le=In
3 -2 0 1 0 0
& 0 2 0 -1 3 0
0 0 0 1 -3 2 L3<—>2L3—L2

La nouvelle matrice est triangulaire et 'un des coefficients diagonaux est nul ce qui implique que

la matrice C' n’est pas inversible

Inversibilité de D

4 2 1 100 4 2 1 100
-1 1 -1 01 0 s |0 6 -3 1 40 Ly < 4Ly + Ly
-2 -2 1 00 1 0 -2 3 10 2 Ly < 203 + L,

4 2 1 100

< 0 6 -3 1 40

La nouvelle matrice est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc la matrice D est inversible et 'on a

24 12 0 2 —4 -6 240 -4 -16 —-12

0
0 12 of 6 12 6 ?:g?;é?’ slo 12 of 6 12 6 Ly Li=Le
0 0 6 4 4 6 2 2T 0 0 6 4 4 6
1 2 1 1
— = —_ — = L1<—fL1
6 3 2 24
1 0 0 1 1 1
— 1 - L —L
(0 10 2 2 2T
0 0 1 9 9 ) ; 1L
2 2 - =
3 3 86
Par conséquent,
212 1
6 3 2
1 1
la matrice D est inversible et son inverse est D1 = B} 1 B}
2 2
|
3 3

Vérification : un calcul direct montre que DD~ = I3
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Inversibilité de F

1 -1 2 —2 100 0 1 -1 2 —2 100 0
0 0 1 -1 010 0 0 0 1 -1 010 0
1 -1 1 0 0010 ]| |1t —11 o0 00 10 Ls < Ls — L
1 -1 1 0 000 1 1 -1 1 0 00 0 1 Ly Ly— Ly
1 -1 2 —2 1 00 0
Sfo0 1 0 10 0
0 0 0 1 101 0 Ly < Ly + Lo
0 0 0 1 10 -1 1 Ly Ly+ Lo
1 -1 2 —2 1 00 0
o001 10 0
0 0 0 1 101 0
0 0 0 0 0 0 -2 1 Ly Ly—Ls

La nouvelle matrice est triangulaire et au 'un des coefficients diagonaux est nul (le coefficient de y dans la deuxiéme ligne)
donc

la matrice E n’est pas inversible‘

Inversibilité de F' :

1 1 1 0 1 0 0 0
-1 1 0 1 010 0
-1 0 1 1 001 0
0 -1 -1 1 00 0 1
1 1 1 0 1 00 0
S0 2 1o 1 10 0 Ly Lo+ Ly
0o 1 2 1 1 01 0 Lot
0 -1 -1 1 00 0 1 3T s
11 1 0 10 00
L0211 11 00
00 3 1 1 -1 2 0 L3 < 2L3 — Lo
00 -1 3 11 0 2 Ly 204+ Ly
1 11 0 10 00
L0211 11 00
00 3 1 1 -1 2 0
0 0 0 10 4 2 2 6 Ly« 3Ly + Ls

La nouvelle matrice est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc la matrice F' est inversible et 'on a

1 1 1 0 10 0 0
0 20 10 0 : 6 8 2 6
00 3 of |6 -12 18 -6 éf:}géfiﬁ‘*
0 0 0 10 4 2 2 6 3 374
30 30 0 0 24 12  —18 6
L0 60 0 0 12 36 —24 —12 J;th330£;1:£3
0 0 30 0 6 —12 18 —6 2 2o
0 0 0 10 4 2 2 6
60 0 0 0O 36 —12 —12 24
L0 60 0 0 12 36 —24 —12 Ly = 2Ly — Ly
0 0 30 0 6 —12 18 —6
0 0 0 10 4 2 2 6
3 1 1 2 1
2 - - = Ly — —1L
5 5 5 b5 L7 60!
1 2 1 1
1000 13 2 1 Ly 21,
01 0 0 5 5 ) 5 60
=
0010 12 3 1 Ly L1,
00 0 1 5 5 5 5 30
2 1 1 1
- - - § L4<—7L4
5 5 5 5 10
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Par conséquent,
3 1 1 2
5 5 5 5
1 3 2 1
5 5 5 5
la matrice F est inversible et son inverse est F~1 = 1 9 3 1
5 5 5 5
2 1 1 3
5 5 5 5
Vérification : un calcul direct montre que FF~' = I,
Par les systémes :
Inversibilité de A
-1 0 2 T a —x 4+ 2z a —x+2z=a —xr+2z=a
AX=Y< | 0 O 1 yl=10| < z =|b]l &< 2=0 & —-y+z=c Ly o Ly
0 -1 1 z c —y+z c —y+z=c z=1"

Ce dernier systéme est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc le systéme est de Cramer. Par

conséquent, la matrice A est inversible et 'on a

z=b r=—a+2b T -1 2 0 a
AX=Y & y=—-—c+z=b—c S y=b—c slyl=10 1 -1 b
r=—-a+2z=—-a+2b z=0» z 0 1 0 c
Par conséquent,
-1 2 0
la matrice A est inversible et son inverseest A1 = | 0 1 -1
0 1 0
Vérification : un calcul direct montre que AA™! = I3
Inversibilité de B
1 -1 0 T a T —y a T—y=a
BX = Y& | 1 2 1 yl=1|ble|lz+2y+z]|=[|b] < z+2y+2z=0b
1 1 0 z c z+y c r+y=c
Pivot pour x r—y=a
& y+z=b—a | Llo—La—IL1 & 3y+z=b—a Pivot pour y
2y=c—a Ly« L3 — L —22=—a—2b+3c | Lz 3Ls—2L

Ce dernier systéme est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc le systéme est de
implique que la matrice B est inversible et ’on a

—a—2b+3c 1 3 1 1
S e T N = a4+ - -
z - a4+ 20 T a+ =c 5 0 5
b—a—z 1 B +1 z 1 0 1
BX=Y&<{ vy 3 —§a+*c S Y= atse eyl = B 5
L8 * 1,3
r=a+y=—-a+ -c Z 2a 2c 5 5
Par conséquent,
1 1
-0 =
2 2
1
la matrice B est inversible et son inverse est B~ = | =5 0 3
1
1, 3
2 2

www.mathematiques.fr.st
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Vérification : un calcul direct montre que BB~ = I3
Inversibilité de C

3 =2 0 z a 3z — 2y a 3r —2y=a
CX = Y& |1 0 0 yl =10 < x =|b] & xr=0
0 1 0 z c Y c y=c

- S22y = a
RS TS Pivotpour &, Pivot pour
y=ob—a | [, 3Ly~ I, y y

y==c 0=a—-3b+3c | Ls<—2L3— Lo

Ce dernier systéme est triangulaire et I'un des coefficients diagonaux est nul (le coefficient de z dans la troisiéme ligne) donc
le systéme n’est pas de Cramer, ce qui implique que

la matrice C' n’est pas inversible‘

Inversibilité de D

4 2 1 x a dxr + 2y + 2 a dx+2y+z=a
DX = Y& |(-1 1 -1 yl=|ble| —2+y—2 |=|b]| < —rx+y—z=>b
-2 =2 1 z c —2r—2y—+=z c —2r—-2y+z=c
dx+2y+z=a Pivot pour x dr+2y+z=a
= 6y —3z=4b+a Lo — 4L+ 11 & ’6y73z:4b+a‘ Pivot pour y
—+32=2c+a | L3203+ 1, 6z=4a+4b+6¢ | L3« 3Ls+ Lo

Ce dernier systéme est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc le systéme est de Cramer, ce qui
implique que la matrice D est inversible et ’on a

da+4b+6¢c 2 +2b+ 1 2b 1 1 2 1
z2=———7—=-a+-b+c r=——a—=-b——c —_— - ==
6 3 3 6 3 2 6 3 2
4b+a+3z 1 1 1 1 x 1 1 a
DX =Y & 5 2a+b+20 =y 2a+ +20 slul=1 3 5 b
a—2y—2 1 2 1 2 2 § 2 2 ¢
v 1 6" 30 3¢ FTgetgite 33
Par conséquent,
1 2 1
6 3 2
1 1
la matrice D est inversible et son inverse est D1 = B} 1 B}
2 2 1
3 3
Vérification : un calcul direct montre que DD~ = I3
Inversibilité de E
1 -1 2 =2 T a r—y+2z—2t a rT—y+2z—2t=a
_ 0 0 1 -1 y| _|0b z—1 N ) z—t=1b
EX = Ve 1 -1 1 0 z| e T—y+z I rT—y+z=c
1 -1 1 0 t d T—y+z d r—y+z=d
r—y+2z2—2t=a Pivot pour x r-—y+2z-2t=a
o z—t=5> PN Pivot pour z
—z42t=c—a Ly — Ls— 1L t=c—a+b Ly« L3+ Lo
—24+2t=d—-a Ly—Ly— 1L t=d—a+b Ly Ly+ Lo
rT—y+2z—2t=a
z—t=">
° Pinot pour
0=d-c Ly« Ly+ Lo

Ce dernier systéme est triangulaire et 'un des coefficients diagonaux est nul (le coefficient de y dans la deuxiéme ligne) donc
le systéme n’est pas de Cramer, ce qui implique que

la matrice E n’est pas inversible‘
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Remarque : aprés avoir effectuer le pivot pour x, on constate que y n’apparait dans aucune des trois autres équations donc
nécessairement le systéme ne peut étre de Cramer car y n’aura jamais une valeur définie donc il s’agira d’une variable libre,
ce qui est absurde dans un systéme de Cramer

Inversibilité de F

1 1 1 0 T a
_ -1 1 0 1 y| b
FX = Yel 4 o 1 1]||z]7|e]®
0o -1 -1 1 t d
2 Pivot pour x
N y+2z+t: ta | LTl o
y+2z2+t=c+a Ly« Ls+ Ly
—y—z+t=d
T+y+z=a
2y+z+t=>b+a
< 3z4+t=a—-b+2c Pivot pour z
10t =4a+2b+2c+6d | Ly 3Ls+ L3

T+y+z a r+yt+z=a
—r+y+t| |b - —r+y+t=>
—x+ 2+t c —xr+z+t=c
—y—z+t d —y—z+t=d
r+y+z=a
2u+z+t=b+a Pivot pour y
3z+t=a—b+2c | Lz —2L3— Lo
—2+43t=2d+b+a | La—2Ls+ Lo

Ce dernier systéme est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc le systéme est de Cramer, ce qui
implique que la matrice F' est inversible et 'on a

_4a+2b+2c+6d_g +1b+1 +§d 3 lb 1 +2d
- 10 “EYTETE TS TT5YT5 5T
a—b+2—t 1 2 1 1 3 2 1
: 5% 50T 56 5¢ Y= T 575
FX = Yoy  ahpb-z-t 1 3, 2 1. Ty __1 2.3 1,
v= T35 7575 T5°T5 575
3 1 1 2 1 1 3
=aq—y—2=-a—-b— = = t=— -b+ — -d
r=a—y—z 5a 5b5+d 5a+5+5c+5
s 1 1 2
5 5 5 5
x 13 2 11/
- vl _ 5 5 5 5 b
z 12 3 1ffe
t 5 5 5 5 d
2 1 1 3
5 5 5 5
Par conséquent,
3 1 1 2
5 5 5 5
13 2 1
5 5 5 5
la matrice F est inversible et son inverse est F~1 = 1 9 3 1
5 5 5 5
21 1 3
5 5 5 5

Vérification : un calcul direct montre que FF~' = I
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