PHEC1 Correction feuille d’exercices 9

2005-2006

correction de I’exercice 1
On introduit les événements suivants :

Ry : " la k™€ boule piochée est rouge " et Vi, : " la k**™¢ boule piochée est verte

k appartenant & {1,2,3} (par exemple, V5 : " la 2™ boule piochée est verte " )

1. L’événement " obtenir deux boules vertes " est 'événement V3 N Vs, on doit calculer P(V3 N V3). L’événement Vi NV,

ne peut étre réinterprété et il n’est pas impossible, donc on utilise la formule de conditionnement :
P(VinVa) = P(V1)Py, (V)

Puisque la premiére boule piochée I'est dans la premiére urne qui contient 4 boules rouges et 3 boules vertes, et la

3 3
probabilité de piocher une boule verte dans la premiére urne est m 7 donc la probabilité que la premiére boule
3

soit verte est P(Vy) = —
Pour calculer la probabilité conditionnelle Py, (V2), on procéde par interprétation. On a déja piochée une boule verte

dans la premiére urne (car Vi est réalisé¢) donc la seconde boule piochée l'est dans la seconde urne contenant 5 boules
rouges et 3 boules vertes. La probabilité conditionnelle Py, (V2) est la probabilité de piocher une boule verte dans la

3 3
seconde urne est 513" 38 donc Py, (V) = 3 On en déduit que

3

P(ViNVy) = P(Vi)Py, (V) = x 3= % ~0.161 + 1073

\I\C»J

’ On a environ 16.1 % de chance pour que les deux boules soient vertes ‘

L’événement " obtenir deux boules rouges " est I’événement R; N Ra, on on doit calculer P(Ry N Ry) L’événement

R1 N Ry ne peut étre réinterprété et il n’est pas impossible, donc on utilise la formule de conditionnement :
P(R1 N Ry) = P(R1)Pr,(R2)

Puisque la premiére boule piochée 'est dans la premiére urne qui contient 4 boules rouges et 3 boules vertes, et la

4 4
probabilité de piocher une boule rouge dans la premiére urne est m Z donc la probabilité que la premiére boule

soit rouge est P(Ry) = =

Pour calculer la probabilité conditionnelle Pg, (Rz), on procéde par interprétation. On a déja piochée une boule rouge
dans la premiére urne (car R; est réalisé) donc la seconde boule piochée l'est dans la premiére urne qui contient 4
boules rouges et 3 boules vertes. La probabilité conditionnelle Pg, (R2) est la probabilité de piocher une boule rouge

4 4
dans la premieére urne est 13- 7 donc Pgr,(R2) = = On en déduit que
4 4 16
P(RyN Ry) = P(Ry)Pr,(Ry) = 2 X = g 20327+ 1073

’ On a environ 32.7 % de chance pour que les deux boules soient rouges

. Il Sagit de calculer la probabilité conditionnelle Po (D), ott C et D sont les événements :

D : " les deux boules sont rouges " et C : " les deux boules sont de méme couleur "

A priori, la réinterprétation de cette probabilité conditionnelle n’est pas possible donc on utilise la formule classique

P(CNnD) P(D)
P(C)  P(O)

Pc(D) =

(les deuzx boules sont rouges et les deux boules sont de méme couleur signifie que les deux boules sont rouges)
Ensuite, il est aisé de voir que D = Ry N Ry et C = (V3 N V2) U (R1 N Ry), cette derniére union étant disjointe, on a

16
P(R1 N Ry) 49 128 9
Po(D) = = = 2~ 0.67£10
o(D) PVinVy)+ P(RiNRy) 9 16 191

o6 49

On a environ 67 % de chance pour que les deux boules soient toutes
les deux rouges sachant qu’elles ont toutes les deux la méme couleur.
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3. Premiére méthode : On constate que le contraire de I’événement
E " obtenir une boule verte et une boule rouge "

est ’événement

n

(R1NRy)U (V3 NVa) : " obtenir deux boules rouges ou deux boules vertes

donc

9 16 201
PE)=1—-P|(RiNRy)U (V1 NV = 1—P(RINR)—PViNW)=1—— — — =-"—~0513+10"3
( ) [( ! 2) ( ! 2)] union disjointe ( ! 2) ( ! 2) 56 49 392

’ On a environ 51.3 % de chance pour obtenir une boule verte et une boule blanche. ‘

Deuxiéme méthode : 'événement
E " obtenir une boule verte et une boule rouge "

signifie que la premiére boule est verte et la seconde rouge ou la premiére boule est rouge et la seconde est verte,
c’est-a-dire que
P(E)=P[(ViNnR)U(RiNW)] =~ = P(ViNnRy)+ PR NV
union disjointe

On ne peut réinterpréter ces deux probabilités d’intersection donc on utilise pour chacune d’entre elles la formule de
conditionnement

o 5 n 4 N 3 201
8 777

P(E) = P(Vl N RQ) + P(Rl N Vg) = P(Vl)P\/l (RQ) + P(Rl)PRl(‘/é) = 392

| w

Justification des calculs de probabilités précédents :

P(V1) : Puisque la premiére boule piochée lest dans la premiére urne qui contient 4 boules rouges et 3 boules vertes,

3 3 3
et la probabilité de piocher une boule verte dans la premiére urne est 173 =z donc P(Vq) = 7

Py, (R2) : On procéde par interprétation. On a déja piochée une boule verte dans la premiére urne (car Vi est réalisé)
donc la seconde boule piochée I’est dans la deuziéme urne qui contient 5 boules rouges et 3 boules vertes. La probabilité

5 5
conditionnelle Py, (Rg) est la probabilité de piocher une boule rouge dans la deuxiéeme urne est 573 8 donc
5
P)V1 (RQ) - g
P(Ry) : Puisque la premiére boule piochée l’est dans la premiére urne qui contient 4 boules rouges et 3 boules vertes,
4 4
et la probabilité de piocher une boule rouge dans la premiére urne est i3 =z donc P(Ry) = z

Pr,(V3) : On procede par interprétation. On a déja piochée une boule rouge dans la premiére urne (car Ry est

réalisé) donc la seconde boule piochée l'est dans la premiére urne qui contient 4 boules rouges et 3 boules vertes. La

3
probabilité conditionnelle Py, (R2) est la probabilité de piocher une boule verte dans la premiére urne est i3 =z
3

donc Py, (Rz2) = 2
correction de ’exercice 2
1. On note

A : " obtenir le 6 en un lancer "

Le fait d’obtenir le 6 dépend si 'on a le dé pipé ou le dé non pipé. On introduit alors I’événement
P : " le dé est pipé " et P : " le dé est non pipé "

La famille (P, P) est un systéme complet et la formule des probabilités totale nous donne donc

25 1 7 1 1

P(A)=P(PNA)+ P(PNA)=P(P)Pp(A) + P(P)Ps(A) = 100 %2 T 100 X5~ 1

[ On a 25 % de chance pour obtenir un 6. |

Justification des calculs de probabilités :

P(P) et P(P) : il y a 25 dés pipés et 75 non pipés donc la probabilité de choisir un dé pipé parmi les 100 dés est
100 = P(P) et celui de choisir un dé non pipé parmi les 100 dés est % = P(P).
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Pp(A) : lévénement P est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement A, c’est-a-dire que l'on a choisi un dé

pipé et on souhaite obtenir le 6 avec dé pipé. La probabilité conditionnelle Pp(A) est la probabilité d’obtenir le 6 avec

1
un dé pipé donc Pp(A) = 3

P5(A) : l’évenement P est réalisé et on souhaite la réalisation de ’événement A, c’est-a-dire que Uon a choisi un dé
non pipé et on souhaite obtenir le 6 avec un dé non pipé. La probabilité conditionnelle P5(A) est la probabilité d’obtenir
le 6 avec un dé non pipé (tous les numéros ont la méme probabilité d’apparition) donc Ps(A) = 8

2. Il s’agit donc de calculer la probabilité conditionnelle P4(P). Cette probabilité conditionnelle ne peut se calculer par
interprétation donc on utilise la formule la définissant

25 1
P(AnP) P(P)Pp(A) 790 32 1
PP ="pr = pay =T =309

4

’ On a 50 % de chance que le dé soit pipé si 'on a obtenu un 6.

3. 1l s’agit encore d’une probabilité conditionnelle qui est, si B désigne ’événement " obtenir un 2 ", Pg(P). Aucune
réinterprétation n’étant possible, on procéde comme précédemment, ce qui nous donne

. P(BNP) _ P(P)Px(B)
Ps(P) = P(B) P(;)

Il s’agit maintenant de calculer la probabilité conditionnelle P5(B) ainsi que les probabilités P(B) et P(P).
P(P) : puisqu’il y a 75 dés non pipés et 25 pipés, on a P(P) = 100°
P5(B) : 'événement P est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement B, c’est-a-dire que I'on a choisi un dé non

pipé et on souhaite obtenir le 2 avec un dé non pipé. La probabilité conditionnelle P5(B) est la probabilité d’obtenir

le 2 avec un dé non pipé (tous les numéros sont équiprobables) donc P5(B) = 8

P(B) : Le fait d’obtenir le 2 dépend du fait de choisir un dé pipé ou un dé non pipé. Pour cela, on considére les
événements P et P qui forment un systéme complet et la formule des probabilités totales nous donnent

25 1 o1 3

=700 10 T 100 %

P(B) = P(PN B) + P(PN B) = P(P)Pp(B) + P(P)Px(B) =

Justification des calculs de probabilités précédents :
Les probabilités P(P), P(P) et Pp(B) ont déja été calculées auparavant.
Pp(B) : l'événement P est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement B, c’est-a-dire que l'on a choisi un

dé pipé et l'on souhaite obtenir le 2 avec un dé pipé. La probabilité conditionnelle Pp(B) est la probabilité d’obtenir
le 2 avec un dé pipé. On sait que la probabilité d’obtenir le 6 avec un dé pipé est de 3 et que les 5 autres numéros

(1,2,3,4,5) sont équiprobables. Si on note p leur probabilité commune, on a

1 1 1
l=p +p +p +p + p +5o;=00ep= 7,
S N S N =~ 22 10
n°l ne2 ne3 ne4 nes
S o . . 1 1
ce qut tmplique que la probabilité d’obtenir le 2 avec un dé pipé est 0 donc Pp(B) = 10
Nous déduisons des calculs précédents que
o 75 o 1
= P(P)Ps(B) 100 "6 5 -3
Pg(P) = = =-~0.833+10
20

’ On a environ 83,33 % de chance d’avoir un dé non pipé si ’on a obtenu le 2. ‘

correction de I’exercice 3
Probabilité d’obtenir 3 boules blanches :
On considére naturellement A 1’événement défini par :

A : " obtenir 3 boules blanches a la fin de ’expérience "
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Le nombre total de boules piochées dépendant du fait si 'on a ou non obtenu des boules blanches. Dans un premier temps,
on serait tenté d’introduire le systéme complet d’événements (B, B), ol B est 1’événement " obtenir au moins une boule
blanche ".

Mais si 'on y regarde de plus prés, on voit que le fait d’obtenir au final exactement 3 boules blanches, dépendant du fait que
P'on a obtenu 0,1,2 ou 3 boules blanches lors des trois premiéres pioches.

On introduit par conséquent le systéme complet d’événements (By, By, B2, Bs), ou By est 'événement

By, : " obtenir exactement k£ boules blanches lors de la premiére pioche de trois boules "

La formule des probabilités totales nous donne
P(A) = P(ByNA)+ P(BiNA)+ P(ByNA) + P(BsN A)

L’événement By signifie que 1’on a obtenu aucune boule blanche lors de la premiére série de pioche, donc on ne peut piocher
aucune autre boule. Ceci implique que 'expérience s’arréte a l’issue de la premiére série de pioche et 'on a aucune boule
blanche a la fin de 'expérience. En particulier, on ne peut obtenir trois boules blanches a I’issue de '’expérience et I’événement
By N A est impossible donc P(By N A) = 0.

Par contre, les événements By N A, Bo N A et B3 N A sont possibles. On ne peut calculer directement leurs probabilités
respectives, ce qui nous améne a utiliser la formule de conditionnement

P(A) = P(B1)Pg,(A) + P(B2)Pp,(A) + P(B3)Pp,(A)

Début des calculs intermédiaires :
P(By) | : on pioche trois boules sans remise (et il n’y a pas d’ordre) parmi 7 boules ((;) choix possibles de tirages) et l'on

souhaite obtenir exactement une blanche, c’est-a-dire que l’on choisit 1 blanche parmi les 4 blanches ((‘11) choiz) et 2 noires

4 3
X 12
parmi les 3 noires ((3) choiz) donc P(By) = (1)(7)(2) =3
3
P(B3) | : on pioche trois boules sans remise (et il n’y a pas d’ordre) parmi 7 boules ((;) choix possibles de tirages) et l'on

souhaite obtenir exactement deux blanches, c’est-a-dire que ’on choisit 2 blanche parmi les 4 blanches ((3) choiz) et 1 noires

3 () x () _ 18
parmi les 3 noires ( () choiz) donc P(Bsy) = % =3
3
P(Bs3) | : on pioche trois boules sans remise (et il n’y a pas d’ordre) parmi 7 boules ((;) choiz possibles de tirages) et l’on

souhaite obtenir eractement trois blanches, c’est-a-dire que l’on choisit 3 blanches parmi les 4 blanches ((4) choiz) et 0

3
4 3
X 4
noires parmi les 3 noires ((3) choiz) donc P(Bs) = (3)(7)%) =3

3
Pp, (A)| : l"événement By est réalisé et 'on souhaite que l’événement A se réalise, c’est-a-dire que l'on a obtenu une boule

blanche et deux boules noires lors de la premiére série (on ne repose pas les boules dans 'urne et on repioche trois boules) et

que l’on doit avoir a la fin de Uexpérience exactement 3 boules blanches.

Autrement dit, la probabilité conditionnelle Pp, (A) est la probabilité d’obtenir 2 boules blanches et une boule noire en piochant

avec remise trois boules dans l'urne qui contient désormais 4 boules dont 8 blanches et 1 noire. Dans cette nouvelle urne, la
3 1

probabilité de piocher une blanche est de — et une noire de —.

Cela revient o dire que l’on obtient BBN ou BNB ou NBB, ces derniers événements étant deux & deux disjoints, on a
Pg,(A) = P(BBN) + P(BNB) + P(NBB)

Remarque : Pour piocher avec remise 2 blanches et 1 noire en 3 boules, on sélectionne déja 2 pioches parmi les 3 pioches
ot l’on obtient les blanches donc on a (g) = 3 possibilités.
Les événements B et N étant bien entendu

B : " piocher une boule blanche " et N : " piocher une boule noire "

Les tirages étant avec remise, les événements B et N sont indépendants, ce qui nous donne

3.5,1 3..1..3 1.,3 3.5,1 27
Pr (A) = (2)2(= Yt Ve Iy232 _gr2y2 ity 2L
5, (4) = (DA + (DG + (R =37 = 5
Pp,(A)|: lévénement By est réalisé et l'on souhaite que l’événement A se réalise, c’est-a-dire que l'on a obtenu deuzx boules
blanches et une boule noire lors de la premiére série (on ne repose pas les boules dans l'urne et l’on repioche trois boules) et
que l’on doit avoir a la fin de lexpérience exactement 8 boules blanches.
Autrement dit, la probabilité conditionnelle Ppg,(A) est la probabilité de piocher 1 boule blanche et 2 boules noires. en piochant
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avec remise trois boules dans 'urne qui contient désormais 4 boules dont 2 blanches et 2 noires Dans cette nouvelle urne, la

2
probabilité de piocher une blanche est de 1 et une noire de 1

Cela revient o dire que l'on obtient BNN ou NBN ou NNB, ces derniers événements étant deux o deuz disjoints, on a

B 25,2 2.2 .2 2,2 .23
Pp,(4) = P(BNN) + P(NBN) + P(NNB) = (1) + (D)D) + (D(F)* =3(1)° = 5
Remarque : Pour piocher avec remise 1 blanche et 2 noires en 3 boules, on sélectionne déja 1 pioche parmi les 3 pioches

ot l'on obtient la blanche donc on a (?) = 3 possibilités)
Pp,(A)|: l'événement Bs est réalisé et l'on souhaite que I’événement A se réalise, c’est-a-dire que l'on a obtenu trois boule

blanche et zéro boule noire lors de la premiére série (on ne repose pas les boules dans l'urne) et que l’on doit avoir & la fin de
Uexpérience exactement 3 boules blanches. Autrement dit, la probabilité conditionnelle Pp,(A) est la probabilité de piocher
0 boule blanche et 3 boules noires en piochant trois boules dans l'urne qui contient désormais 4 boules dont 1 blanche et 3
noires.

Cela revient a dire que l'on obtient BBB et l’on a

Py, (4) = P(BBB) = (0)°

2
T 64

Fin des calculs intermédiaires : On en déduit que

D= 3\ 3.,,1 5 x (3 3\ 2,2 Hx (@ 3.,
P(A) = ()@()x(Q)<4> <4>+()@()x(1)<4> &)+ b, 3

4
12 2r 18 3 4 27 27 _3
%X@+£X8+35X6747%70'386i10

’ On a environ 38,6 % de chance pour obtenir exactement 3 boules blanches a la fin de ’expérience

Probabilité d’obtenir 3 boules noires :
On considére naturellement C I’événement défini par :

C : " obtenir 3 boules noires & la fin de 'expérience "

Comme précédemment, on considére le systéme complet d’événements (By, By, B2, Bs). La formule des probabilités totales
nous donne
P(C)=P(ByNC)+P(B1NC)+P(BNC)+ P(B3sNC)

Dans notre cas, chacun des événements ci-dessus est possible. On ne peut calculer directement leurs probabilités respectives,
ce qui nous ameéne & utiliser la formule de conditionnement

P(C) = P(By)Pp,(C) + P(B1)Pg, (C) + P(B2)Pp,(C) + P(B3)Ps,(C)

Début des calculs intermédiaires :
P(By) | : on pioche trois boules sans remise (et il n’y a pas d’ordre) parmi 7 boules ((;) choix possibles de tirages) et l'on

souhaite obtenir exactement zéro blanche, c’est-a-dire que l’on choisit 0 blanche parmai les 4 blanches ((3) choiz) et 3 noires
4 3
X 1
parmi les 3 noires ((g) choiz) donc P(By) = (0)(7)(3) =%
3
Les calculs du cas des trois boules blanches ont montré que

:(T)é)@:;z :@)(3(?’1):;? P (3)(5(8) :%

: événement By est réalisé et l'on souhaite que ’événement A se réalise, c’est-a-dire que l'on a obtenu zéro
boule blanche et trois boules noires lors de la premiére série. On ne peut donc pas repiocher de boules et la probabilité
conditionnelle Pp,(C) est la probabilité d’obtenir aucune boule noire en ne piochant aucune boule. Ce dernier étant certain,
on a Pg,(C) =1

Pp, (C) | : événement By est réalisé et 'on souhaite que l’événement C' se réalise, c’est-a-dire que l'on a obtenu une boule

blanche et deux boules noires lors de la premiére série (on ne repose pas les boules dans l'urne) et que l'on doit avoir a la fin
de l'expérience exactement 3 boules noires.

Autrement dit, la probabilité conditionnelle Pg,(C) est la probabilité de piocher 2 boules blanches et une boule noire en
piochant trois boules avec remise dans l'urne qui contient désormais 4 boules dont 3 blanches et 1 noire. Dans cette nouvelle
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3 1
urne, la probabilité de piocher une blanche est de 1 et une noire de T Nous sommes exactement dans la méme configuration
que pour le calcul de Pg,(A) donc
27

PBI(C) :PB1(A) = a

Pp,(C) | : Vévénement Ba est réalisé et l'on souhaite que l’événement C se réalise, ¢’est-a-dire que l’on a obtenu deux boules

blanches et une boule noire lors de la premiére série (on ne repose pas les boules dans l'urne) et que l'on doit avoir & la fin
de lexpérience exactement 3 boules noires.

Autrement dit, la probabilité conditionnelle Pp,(C') est la probabilité de piocher 1 boule blanche et 2 boules noires en piochant
trois boules avec remise dans l'urne qui contient désormais 4 boules dont 2 blanches et 2 noires. Dans cette nouvelle urne,

la probabilité de piocher une blanche est de 1 et une noire de 1 Nous sommes exactement dans la méme configuration que

pour le caleul de Pg,(A) donc

Pe,(C) = Pra(4) = ¢

Pp,(C) | : Uévénement Bs est réalisé et l’on souhaite que ’événement A se réalise, c’est-a-dire que l'on a obtenu trois boules

blanches et zéro boule noire lors de la premiére série (on ne repose pas les boules dans l'urne) et que l’on doit avoir a la fin de
Uexpérience exactement 3 boules blanches. Autrement dit, la probabilité conditionnelle Pp,(C) est la probabilité de piocher
0 blanche et 3 noires en piochant trois boules dans l'urne qui contient désormais 4 boules dont 1 blanche et 3 noires. Nous
sommes exactement dans la méme configuration que pour le calcul de Pp,(A) donc

27

PBS(C) = PB:;(A) = @

Fin des calculs intermédiaires : On en déduit que

poy = W0 0 BB () B0 () 2p2) 020, 2y

0) (A A I AN I
_ ol 2 2 18 3 4 o7 2 ~
= 35><1—|—35><64—|-35><8—1—35><64—70_0.414i10

’ On a environ 41,4 % de chance pour obtenir exactement 3 boules noires a la fin de 'expérience

correction de ’exercice 4
Pour k£ =0,1,2,3,4, on définit I’événement Ay par

Ay : " obtenir k£ Piles a la fin de I'expérience "

(par exemple, A3 : " obtenir 3 Piles a la fin de 'expérience ")

Le nombre de Pile obtenus & la fin de ’expérience dépend fortement du nombre de Pile obtenus lors des deux premier lancers.
On introduit alors, pour k£ = 0, 1,2, ’événement By, défini par

By, : "obtenir k Piles lors des deux premiers lancers "

(par exemple, By : "

d’événements
Calcul de P(Ay) : La formule des probabilités totales nous donne

obtenir 0 Pile aux deux premiers lancers " ). La famille (By, B1, B2) forment un systéme complet

P(Ag) = P(Bo N Ag) + P(By N Ag) + P(By N Ag)

Les événements By N Ag et By N Ag sont impossibles car :

le premier signifie que ’on obtient 1 Pile aux deux premiers lancers et 0 Pile & I'issue 'expérience, ce qui est impossible,

le second signifie que 'on obtient 2 Piles aux deux premiers lancers et 0 Pile & 'issue de 'expérience, ce qui est encore
impossible. Par contre, I’événement By N Aq est ossible. On a donc

P(Ag) = P(ByN Ag) +0+0= P(By)Pg,(Ag) = (1 —p)? x 1 = (1 —p)?

| La probabilit¢ d’obtenir 0 Pile vaut (1 — p)? |

Justification des calculs de probabilités :

P(By) : on lance deuz fois la piéce et on obtient 0 pile donc on obtient 2 Faces, ce qui nous donne By = F'F. Les lancers
étant indépendants et la probabilité d’obtenir Face étant 1 —p, on a : P(By) = P(FF) = (1 —p)2.

Pp,(Ap) : lévénement By est réalisé et on souhaite la réalisation de ’événement Ao, c’est-a-dire que 'on a obtenu 0 Pile
aux deux premiers lancers et que l’on souhaite obtenir aucun Pile o l'issue de [’expérience. La probabilité conditionnelle
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Pp,(Ao) est la probabilité d’obtenir 0 Pile en 0 lancer, ce qui est un événement certain Pp,(Ag) = 1.
Calcul de P(A;) : La formule des probabilités totales nous donne

P(A;) =P(BonNA1)+P(BiNA))+ P(BanNAp)

Les événements By N A7 et By N Ay sont impossibles car :

le premier signifie que I'on obtient 0 Pile aux deux premiers lancers (donc on ne peut relancer la piéce) et on doit obtenir au
final 1 Pile, par conséquent, on ne lance au total que 2 fois la piéce et 'on a obtenu 0 Pile a l'issue de 'expérience et non 1
Pile d’ou I'impossibilité

le second signifie que 'on a 2 Piles aux deux premiers lancers et 1 Pile & l'issue ’expérience, ce qui est impossible.

Par contre, I’événement B; N Ay est possible. On a donc

P(Al) :O+P(B1ﬂA1)+0:P(Bl)PBl(A1) =2p(1—p) X (1—])) =2p(1—p)2

’ La probabilité d’obtenir 1 Pile vaut 2p(1 — p)? ‘

Justification des calculs de probabilités :
P(By) | : on lance deux fois la piéce et on obtient 1 pile donc on obtient 1 Pile et 1 Face.

By = (FP)U(PF). Les lancers étant indépendants et la probabilité d’obtenir Face étant 1 —p, on a
P(B1) = P(FP)+ P(PF) = (1-p)p+p(1—p) = 2p(1 —p).

f) = 2 choix

Pg, (A1) | : Uévénement By est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement Ay, c’est-a-dire que l'on a obtenu 1 Pile

Remarque : on choisit 1 lancer parmi les deux lancers donc on a (

(et 1 Face) auz deux premiers lancers et que l'on souhaite obtenir 1 Pile a l'issue de l’expérience (donc on doit obtenir 1
Face au troisiéme lancer). La probabilité conditionnelle Pg, (A1) est simplement la probabilité d’obtenir 1 Face en 1 lancer
de piéce donc

Pp, (Al) =1-p

Calcul de P(A,) : La formule des probabilités totales nous donne
P(Ay) = P(ByN Ay) + P(B; N Ay) + P(By N Ay)

L’événement By N As est impossible car cela signifie que I'on obtient 0 Pile aux deux premiers lancers, donc on ne peut
relancer la piéce, et on doit obtenir au final 2 Piles, par conséquent, on ne lance au total que 2 fois la piéce et I’on a obtenu
0 Pile a l’issue de 'expérience et non 2 Piles d’ou I'impossibilité

le second signifie que ’'on a 2 Piles aux deux premiers lancers et 1 Pile a I'issue I'expérience, ce qui est impossible.

Par contre, les événements By N As et By N Ay sont possibles. On a donc

P(A3) = P(B1)Pp,(Az) + P(B2)Pp,(A2) =2p(1 —p) x p+p° x (L= p)* =p*(1 = p)(2+ 1 —p) =p*’(1 —p)(3—p)

| La probabilit¢ d’obtenir 2 Piles vaut p*>(1 —p)(3 —p) |

Justification des calculs de probabilités :
P(By)

E

:on a effectué le calcul auparavant

Pp, (A3) | : Uévénement By est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement As, c’est-a-dire que l'on a obtenu 1
Pile (et 1 Face) aux deux premiers lancers (donc on peut relancer une fois la piéce) et on souhaite obtenir 2 Piles o la fin
de lexpérience (donc on doit obtenir 1 Pile au troisiéme lancer). La probabilité conditionnelle Pp,(As) est la probabilité
d’obtenir 1 Pile en un lancer donc Pg,(A2) =p

P(B3) | : on doit obtenir deux Piles en deux lancers donc By = PP, ce qui implique que P(Bsy) = p?.

Pp,(A3) |: 'événement Bs est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement As, c’est-a-dire que l'on a obtenu 2 Piles

aux deux premiers lancers (donc on peut relancer deux fois la piéce) et on souhaite obtenir 2 Piles & la fin de l'expérience
(donc on doit obtenir 2 Faces aux troisiéme et quatriéme lancer). La probabilité conditionnelle Pp,(As) est la probabilité
d’obtenir 2 Faces en 2 lancers donc Pp,(As) = P(FF) = (1 — p)?

Calcul de P(As3) : La formule des probabilités totales nous donne

P(A3):P(BoﬂA3)+P(Bl ﬁAg)—l—P(BzﬂAg,)

Les événements By N Az et By N A3z sont impossibles car :

le premier signifie que 'on obtient 0 Pile aux deux premiers lancers (donc on ne peut relancer la piéce) et on doit obtenir au
final 3 Piles, par conséquent, on ne lance au total que 2 fois la piéce et ’on a obtenu 0 Pile a l'issue de ’expérience et non 3
Piles d’out I'impossibilité

le second signifie que 1'on a 1 Pile (et 1 Face) aux deux premiers lancers et 3 Pile a 'issue ’expérience, par conséquent,
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on ne relancer qu’'une fois la piéce et on obtient au mieux 1 seul Pile et au final, on a au plus 2 Piles et non 3 Pile, d’ou
I'impossibilité.
Par contre, I’événement By N A3 est possible. On a donc
P(A3) = P(Bs)Pp,(As) = p* x 2p(1 — p) = 2p*(1 — p)
’ La probabilité d’obtenir 3 Piles vaut 2p®(1 — p) ‘

Justification des calculs de probabilités :

P(Bs) | : on a effectué le calcul auparavant

Pg,(A3)| : Uévénement Bs est réalisé et on souhaite la réalisation de l'événement As, c’est-a-dire que l'on a obtenu

2 Piles aux deux premiers lancers (donc on peut relancer deuz fois la piéce) et on souhaite obtenir 3 Piles a la fin de
Uexpérience (donc on doit obtenir 1 Pile et 1 Face aux deux lancers suivants). La probabilité conditionnelle Pp,(As) est la
probabilité d’obtenir 1 Pile en deux lancers, c’est-¢a-dire que l'on est dans la méme configuration que la Téalisation de B,
donc Pp,(As) = P(B1) =2p(1 —p)

Calcul de P(A,) : La formule des probabilités totales nous donne

P(A4) :P(BOOA4)+P(B10A4)+P(B20A4)

Les événements By N A4 et B1 N A4 sont impossibles car :

le premier signifie que ’on obtient 0 Pile aux deux premiers lancers (donc on ne peut relancer la piéce) et on doit obtenir au
final 4 Piles, par conséquent, on ne lance au total que 2 fois la piéce et ’on a obtenu 0 Pile & l'issue de ’expérience et non 4
Piles d’out I'impossibilité

le second signifie que 'on a 1 Pile (et 1 Face) aux deux premiers lancers et 4 Pile a I'issue 'expérience, par conséquent,
on ne relancer qu’une fois la piéce et on obtient au mieux 1 seul Pile et au final, on a au plus 2 Piles et non 4 Pile, d’ou
I'impossibilité.

Par contre, I’événement By N A4 est possible. On a donc

P(Ay4) = P(By)Pg,(Ay) = p* x p? = p*

| La probabilit¢ d’obtenir 4 Piles vaut p*

Justification des calculs de probabilités :

P(B2) | : on a effectué le calcul auparavant

Pp,(Ay4) | : Uévénement Bo est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement Ay, c’est-a-dire que l'on a obtenu 2 Piles

aux deux premiers lancers (donc on peut relancer deuz fois la piéce) et on souhaite obtenir 4 Piles a la fin de Uexpérience (donc
on doit obtenir 2 Piles auzx deux lancers suivants). La probabilité conditionnelle Pp,(A4) est la probabilité d’obtenir 2 Piles
en deux lancers, c’est-¢a-dire que I’on est dans la méme configuration que la réalisation de Bs, donc Pg,(A4) = P(Bs) = p?
Remarque : La somme des probabilités vaut bien 1 car, en développant la somme suivante, on a

P(Ag) + P(Ay) + P(A2) + P(A3) + P(Ay) = (1—p)* +2p(1 —p)* + p*(L = p) 3 —p) + 2p°(1 —p) +p* =1

correction de 1’exercice 5
Le nombre de cartes piochées dépend du nombre de boules noires obtenues auparavant. Pour cela, on introduit les événements
suivants :

Pour k € {0,1,2,3}, Ni : " obtenir k boules blanches lors de la pioche des 3 boules "

(par exemple, Ny : " obtenir 2 boules noires lors de la pioche des 3 boules ")

La famille (Ng, N1, N2, N3) est un systéme complet d’événements

a) On pose A : " obtenir exactement 2 coeurs a la fin de 'expérience "

La formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements (Ny, N1, Na, N3) nous donne
P(A) :P(NoﬂA)-l—P(NlﬁA)—I—P(NQﬂA)‘i‘P(NgﬂA)

Les événements Ng N A et N1 N A sont impossibles car :
0

pour le premier, on obtient aucune boule noire donc on ne pioche aucune carte et 'on ne peut avoir deux coeurs au
final
pour le second, on obtient 1 boule noire donc on pioche une seule carte et ’on ne peut avoir deux coeurs au final
Par contre, les événements No N A et N3 N A sont possibles. On ne peut réinterpréter chacune de ces intersections

) )
donc on applique la formule de conditionnement

PUY = 040+ PP () + PO P () = (5) 2 x B 4 (27 L)

54 7 27 21 2079
0% S T L 0.0544+1073
195 < 104 T 125 <155 ~ 38750 00410
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’ On a environ 5,4 % de chance d’obtenir exactement 2 coeurs

Justifications des calculs de probabilités précédents :
P(N3) | : on pioche avec remise 3 boules et on doit obtenir exactement 2 noires. La probabilité d’obtenir une blanche

2 3
en une pioche est de — et la probabilité d’obtenir une noire en une pioche est de —
L’événement Ny s’écrit encore Ny = (NNB)U (NBN)U(BNN), ot les événements B et N sont bien entendu

n n

B : " obtenir une blanche " et N : " obtenir une noire

Les tirages étant avec remise, ils sont deux & deux indépendants et ['union précédente étant disjointe, on a

P(N;) = P(NNB)+ P(NBN)+ P(BNN)=P(N)P(N)P(B)+ P(N)P(B)P(N)+ P(B)P(N)P(N)
3.5,2 3..2..3 2,3, 3.9,2 54
= — — — — — — — = 3 — -) = —
ErPE + OG0 +EE) =3C)1E) = o
Remarque : On choisit 2 pioches parmi les 3 pioches qui vont fournir les noires donc on a (;’) = 2 choizx pour ces
deux pioches

Pn,(A)| : Dévénement Ny est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement A, c’est-a-dire que l'on a obtenu 2

boules noires lors des trois premiéres pioches (ce qui permet de piocher deux cartes sans remise dans le paquet de cartes)
et on doit obtenir 2 coeurs au final. Par conséquent, la probabilité conditionnelle Pn,(A) est la probabilité d’obtenir 2
coeurs en piochant deux cartes sans dans un paquet de 32 cartes dont 8 sont des coeurs et 24 des non coeurs. Pour les
cas possibles, on doit choisir 2 cartes parmi 32 ((322) choix) et, pour les cas favorables, on doit choisir 2 coeurs parmi

8
les 8 coeurs possibles ((g) choiz) donc Pp,(A) = ((322))
2
P(N3) | : on pioche avec remise 3 boules et on doit obtenir exactement 3 noires. La probabilité d’obtenir une blanche

2 3
en une pioche est de 3 et la probabilité d’obtenir une noire en une pioche est de 3

3
L’événement Ny s’écrit encore No = NNN done P(Ny) = P(N)P(N)P(N) = (5)3

Pn,(A) | : Dévénement N3 est réalisé et on souhaite la réalisation de l'événement A, c’est-a-dire que U'on a obtenu 8

boules noires lors des trois premiéres pioches (ce qui permet de piocher trois cartes sans remise dans le paquet de cartes)
et on doit obtenir 2 coeurs au final. Par conséquent, la probabilité conditionnelle Py, (A) est la probabilité d’obtenir
exactement 2 coeurs en piochant trois cartes sans dans un paquet de 32 cartes dont 8§ sont des coeurs et 24 des non
coeurs. Pour les cas possibles, on doit choisir 3 cartes parmi 32 ((332) choiz) et, pour les cas favorables, on doit choisir

8

2 coeurs parmi les 8 coeurs possibles ((2) choiz) et on choisit 1 carte non coeur parmi les 24 non coeurs possibles ((214)

8 24
choiz) donc Py, (A) = %
(5)
b) On pose
C : " obtenir un brelan "

(rappel : un brelan = 3 cartes de méme nature, par exemple, trois as, mais 3 tréfles ne convient pas).
La formule des probabilité totale appliquée au systéme complet d’événements (Ng, N1, N2, N3) nous donne

P(C)=P(NoNC)+P(N1NC)+P(NoNC)+P(N3NC)

Les événements No N C, N1 N C et Ny N C sont impossibles car dans chacun des cas on obtient respectivement 0,1 ou
2 boules noires donc on pioche au plus 2 cartes, ce qui interdit 'obtention de 3 cartes (donc d’un brelan).
L’événement N3 N C est possible, on ne peut le réinterpréter donc on applique la formule de conditionnement

P(C) = P(N3) Py, (C) = (g)?’ X (T) ((332)) = 19273775 ~ 0.004 + 1073
3

’ On a 0,4 % de chance d’obtenir un brelan ‘

Justification des calculs de probabilités précédents :

3
P(N3)| : l’événement N3 s’écrit NNN donc P(N3) = P(NNN) = P(N)3 = (3)3

Pn, (C) | : Iévénement N5 est réalisé et on souhaite la réalisation de ’événement C, c’est-a-dire que l'on a obtenu 3

boules noires (donc on peut piocher 3 cartes) et que l’on souhaite obtenir 3 cartes de méme nature. Par conséquent, la
probabilité conditionnelle Py, (C) est la probabilité d’obtenir 3 cartes de méme nature en piochant avec remise 3 cartes
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dans un jeu de 52 cartes (contenant 8 natures de cartes : as, roi, dame, elc, et chaque nature possédant 4 cartes : /
as, 4 rois, 4 dames, etc)
Pour les cas possibles, on pioche 3 cartes sans remise dans un paquet de 32 cartes ((332) choiz) et pour les cas favorables,

on choisit 3 as parmi les 4 as ((g) choiz) ou 3 rois parmi les 4 rois ((g) choix possibles), ....... , 8 sept parmi les 4 sept
((g) choiz) donc
huit fois
A + 4 + e+ 4
Py (€)= 3 3 3) 8x(3 1
N3 = 32 = 732y T 7rr
() (5) 15

8) = 8 choix

Remarque : On choisit une nature de carte parmi les 8 disponibles donc on a (1

¢) On pose

D : " obtenir aucune carte "

La formule des probabilité totale appliquée au systéme complet d’événements (Ng, N1, N2, N3) nous donne
P(D) = P(NyN D)+ P(N; N D)+ P(NoN D)+ P(N3N D)

Les événements N1 N D, NoND et N3N D sont impossibles car dans chacun des cas on obtient nécessairement au moins
une carte, ce qui contrevient au fait que I'on ne veut aucune carte au final
L’événement Ng N D est possible, on ne peut le réinterpréter donc on applique la formule de conditionnement

P(D) = P(Ny)Pn,(D) = (3)3 x1= % ~0.064 + 1073

’ On a 6,4 % de chance d’obtenir aucune carte ‘

Justification des calculs de probabilités précédents :

2
P(Ny) | : l’événement Ny s’écrit BBB donc P(Ny) = P(BBB) = P(B)? = (3)3

Pn,(D) | : lévénement Ny est réalisé et on souhaite la réalisation de I’événement D, c’est-a-dire que 'on a obtenu
0 boules noires (donc on ne peut piocher de cartes) et que l'on souhaite obtenir 0 carte au final. Par conséquent, la
probabilité conditionnelle Pn,(D) est la probabilité d’obtenir 0 carte en piochant avec remise .... 0 cartes dans un jeu
de 52 cartes, ce qui arrive nécessairement donc Py, (C) =1 (événement certain)

d) On pose

E : " obtenir au moins un as "

n

De facon évidente, nous allons calculer la probabilité de ’événement contraire F' = E : " obtenir aucun as ". On

applique la formule des probabilités totales a la famille (Np, N1, Na, N3), ce qui nous donne
P(F)=P(NgNF)+P(NtNF)+ P(N;NF)+ P(NsNF)
aucun des ces événements n’est impossible, on ne peut les réinterpréter donc on applique la formule de conditionnement

P(F) = P(No)Py,(F) + P(N\)Px, (F) + P(Na)Px, (F) + P(Ny) Py, (F)
2 3 () 20 (%) 3u, (3
G+ (@@ + ()@@ < @+ 6y

8 36 z 54 189 27 819 122123
8

= x 1 _—
125 + 125

X —F — X —— =
125 248 125 1240 155000

donc
— 12212 2
P(Ey=1-P(E)=1-P(F)=1- L1 ~0.2124+1073
155000 155000

’ On a environ 21,2 % de chance d’avoir au moins un as ‘

Justification des calculs de probabilités précédents :
Les probabilités P(Ny), P(N2) et P(N3) ont déja été calculées dans les questions a), b) et c).

P(Ny)|: on pioche avec remise 3 boules et on doit obtenir exactement 1 noires. La probabilité d’obtenir une blanche

3
en une ptoche est de 3 et la probabilité d’obtenir une noire en une pioche est de 5
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L’événement Ny s’écrit encore Ny = (NBB)U (BNB) U (BBN). Les tirages étant avec remise, ils sont deuz o deux
indépendants et l'union précédente étant disjointe, on a

P(N;) = P(NBB)+ P(BNB)+ P(BNN)=P(N)P(B)P(B)+ P(B)P(N)P(B)+ P(B)P(B)P(N)
3,25 2..3.,2 25,3, 3,2, 36
= (5)(5) + (5)(5)(5) + (g) (5) = 3(3)(3) ~ 125

Remarque : On choisit 1 pioches parmi les 8 pioches qui vont fournir les noires donc on a (i’) = 3 choix

Pny(F) | : Vévénement Ny est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement F, c¢’est-a-dire que l’on a obtenu 0

boule noire (donc on ne peut piocher de carte) et l’on doit obtenir aucun as. Par conséquent, la probabilité conditionnelle
Pn,(F) est la probabilité d’obtenir aucun as lorsqu’on ne pioche aucune carte. Cet événement étant certain, on a
Pn,(F)=1

m : Dévénement Ny est réalisé et on souhaite la réalisation de ’événement F, c’est-a-dire que l'on a obtenu 1

boule noire (donc on pioche 1 carte) et l'on doit obtenir aucun as. Par conséquent, la probabilité conditionnelle Py, (F')

est la probabilité d’obtenir aucun as lorsqu’on pioche une seule carte. Pour les cas possibles, on choisit une carte parmi

les 82 cartes disponibles ((312) choix) et pour les cas favorables, on choisit une carte parmi les 28 cartes qui ne sont pas
28

des as ((*) choiz) done Py, (F) = Q 7

(Y) 8
Py, (F)|: lévénement No est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement F, c’est-a-dire que l'on a obtenu
2 boules noires (donc on pioche 2 cartes) et l'on doit obtenir aucun as. Par conséquent, la probabilité conditionnelle
Py, (F) est la probabilité d’obtenir aucun as lorsqu’on pioche deux cartes avec remise. Pour les cas possibles, on choisit
deuzx cartes parmi les 32 cartes disponibles ( (322) choiz) et pour les cas favorables, on choisit deux cartes parmi les 28

(3) _ 189
(322) 248

Pn,(F)|: lévénement N3 est réalisé et on souhaite la réalisation de I’événement F, c’est-a-dire que l'on a obtenu

cartes qui ne sont pas des as ((%) choiz) donc Py, (F) =

3 boules noires (donc on pioche 3 cartes) et l'on doit obtenir aucun as. Par conséquent, la probabilité conditionnelle

Pn, (F) est la probabilité d’obtenir aucun as lorsqu’on pioche trois cartes. Pour les cas possibles, on choisit 3 cartes

parmi les 32 cartes disponibles ((332) choiz) et pour les cas favorables, on choisit 3 cartes parmi les 28 cartes qui ne

) 819

sont pas des as ( (%) choiz) donc Py, (F) = (i = —
p (( 3) ) N3( ) (332) 1240

correction de ’exercice 6

Le nombre de boules piochées est étroitement lié au nombre de piles obtenus a la série de lancer de la piece. On introduit

alors naturellement, pour k € {0, 1,2, 3,4}, les événements

P : " on obtient k Piles lors des quatre lancers de la piéce "

n n

(par exemple, P; : " on obtient 1 Pile lors des quatre lancers de la piece ", Ps :
de la piece "
Probabilité d’obtenir les 3 boules rouges : On considére bien entendu ’événement A : " obtenir les 3 rouges

On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’évenements (P, Py, P», Ps, Py), ce qui nous donne

on obtient 3 Piles lors des quatre lancers

n n

PA)=PPyNA)+P(PPNA)+P(P,NA)+P(PsNA)+P(PyNA)

Les événements Py N A, P, N A et P, N A sont impossibles, car pour chacun d’entre eux, on obtient au mieux deux piles, ce
qui permet au mieux de piocher deux boules, ce qui interdit d’obtenir 3 boules, en particulier d’obtenir les trois rouges.
Par contre, les événements P3 N A et P, N A sont possibles. On ne peut réinterpréter ces événements, donc on applique la
formule de conditionnement, ce qui nous donne

P(A) = P(P3)Pp,(A)+ P(Py)Pp,(A) = (4>(1)3(1)><(3)+(;)4x () (5)

11 1 4 1
= X —H4 —x-—=—~00011+10""
1% 155 716 X155 ~ o10 = %00 0

’ On a environ 0,1 % de chance d’obtenir les 3 boules rouges ‘

Justification des calculs de probabilités précédents :
On définit les événements P et F par P : " obtenir Pile " et F : " obtenir Face "

P(Ps3)|: on obtient 3 Piles en 4 lancer de piéces.

L’événement P s’écrit encore
Py = (PPPF)U(PPFP)U(PFPP)U(FPPP)
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donc
P(P;) = P(P)P(P)P(P)P(F)+ P(P)P(P)P(F)P(P)+ P(P)P(F)P(P)P(P)+ P(F)P(P)P(P)P(P)
= GGG =) =

Remarque : on choisit 3 des quatre lancers qui fournissent Pile donc on a (i) =4 choiz)
Pp,(A)| : l’événement Ps est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement A, c’est-a-dire que l’on a obtenu 3 Piles
(donc on pioche sans remise 3 boules) et on veut obtenir 3 rouges. La probabilité conditionnelle Pp,(A) est la probabilité
d’obtenir 3 rouges en piochant sans remise 3 boules dans l'urne. Pour les cas favorables, on choisit 8 boules parmi les
5+3+7=15 boules disponibles ((135) choix), et pour les cas favorables, on choisit 3 boules parmi les 3 boules rouges ((g)
3
(5)
15
(5) ,
P(Py) | : l’événement Py s’écrit encore Py = PPPP donc P(Py) = (5)4

Pp,(A)| : l’événement Py est réalisé et on souhaite la réalisation de ’événement A, c’est-a-dire que l’on a obtenu 4 Piles

choix) donc on a Pp,(A) =

(donc on pioche sans remise 4 boules) et on veut obtenir 3 rouges. La probabilité conditionnelle Pp,(A) est la probabilité
d’obtenir 3 rouges en piochant sans remise 4 boules dans l'urne. Pour les cas favorables, on choisit 4 boules parmi les
5+3+7=15 boules disponibles ((145) choix), et pour les cas favorables, on choisit 3 boules parmi les 3 boules rouges ((g)
3y (12
() (7)

15

choix) et 1 boule parmi les 12 boules non rouges ((112) choix) donc on a Py, (A) =

4
Probabilité d’obtenir aucune boule verte : On considére bien entendu I’événement C : " obtenir aucune boule verte "
On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (P, Py, P2, Ps, Py), ce qui nous donne

P(C)=P(PNC)+P(PANC)+P(P,NC)+P(PsNC)+ P(P,NC)

Tous les événements précédents sont possibles, on ne peut réinterpréter ces événements, donc on applique la formule de
conditionnement, ce qui nous donne

PC) = P(Po Pp,(C) + P Pl)PPI(C)JrP(Pz)PPz(C)+P(P3)PP3(C)+P(P4) Pp,(C)
0

SNOTHSE NOIR NUIMIS SO
1 1 24 1 2 2033

3
- —xl+-ox242x2 2 2 2P0 046541073
16~ +4><3+ Xzt 1 X or T 16 X 137 e VA6 E100

’ On a 46,5 % de chance d’obtenir aucune boule verte ‘

Justification des calculs de probabilités précédents :
On définit les événements P et F par P : " obtenir Pile " et ' : " obtenir Face

n

P(Py)|: L’événement Py s’écrit Py = FFFF donc P(Py) = P(FFFF) = P(F)P(F)P(F)P(F) = (%)4 = i

Pp,(C) | : lévenement Py est réalisé et on souhaite la réalisation de l'événement C, c’est-a-dire que l'on a obtenu 0 Piles

(donc on ne repioche pas de boules) et on veut obtenir aucune verte. La probabilité conditionnelle Pp,(C') est la probabilité
d’obtenir aucune verte en piochant aucune boule (!), cet événement est certain donc Pp,(C) =1

P(Py)|: L’événement Py s’écrit encore P, = (PFFF)U (FPFF)U (FFPF)U (FFFP) donc

P(P) = P(P)P(F)P(F)P(F)+ P(F)P(P)P(F)P(F)+ P(F)P(F)P(P)P(F)+ P(F)P(F)P(F)P(P)
= GGG =) =

Remarque : On choisit 1 lancer parmi les 4 lancers donc on a (‘11) =4 choiz
Pp, (A)| : événement Py est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement C, c’est-a-dire que l'on a obtenu 1 Pile

(donc on pioche sans remise 1 boule) et on veut obtenir aucune verte. La probabilité conditionnelle Pp, (A) est la probabilité
d’obtenir aucune verte en piochant sans remise 1 boule dans l'urne. Pour les cas possibles, on choisit 1 boule parmi les 15
boules disponibles ((115) choiz), et pour les cas favorables, on choisit 1 boule parmi les 10 boules non vertes ((110) choiz) donc
on a Pp (C) =

P(Py) | : L’événement Py s’écrit encore

P, = (PPFF)U(PFPF)U(PFFP)U (FPPF)U(FPFP)U (FFPP)
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donc
1 1 1 1 1 1 1 3
P(P) = (Z)4 14 1y4 1y L N _atva 2
(P) = ()" + (3 + G + )+ (G + (5) =6(5) =
Remarque : On choisit 2 lancers parmi les 4 lancers donc on a (3) =6 choix

Pp,(C) | : l’évenement Py est réalisé et on souhaite la réalisation de l'événement C, c’est-a-dire que l'on a obtenu 2 Piles

(donc on pioche sans remise 2 boules) et on veut obtenir aucune verte. La probabilité conditionnelle Pp,(C) est la probabilité
d’obtenir aucune verte en piochant sans remise 2 boules dans l'urne. Pour les cas possibles, on choisit 2 boules parmi les
15 boules disponibles ((125) choiz), et pour les cas favorables, on choisit 2 boules parmi les 10 boules non vertes ((120) choiz)

10
donc on a Pp,(C) = 2125%

P(Ps3)|: L’événement Ps s’écrit encore P3 = (PPPF)U (PPFP)U (PFPP)U (FPPP) donc

P(P,) = P(P)P(P)P(P)P(F)+ P(P)P(P)P(F)P(P)+ P(P)P(F)P(P)P(P)+ P(F)P(P)P(P)P(P)
= GGG =) =

Remarque : On choisit 8 lancers parmi les 4 lancers donc on a (g) =4 choiz
Pp,(C) | : ’événement Ps est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement C, c’est-a-dire que l’on a obtenu 3 Piles

(donc on pioche sans remise 8 boules) et on veut obtenir aucune verte. La probabilité conditionnelle Pp,(A) est la probabilité
d’obtenir aucune verte en piochant sans remise 3 boules dans l'urne. Pour les cas possibles, on choisit 3 boules parmi les
15 boules disponibles ((135) choix), et pour les cas favorables, on choisit 8 boules parmi les 10 boules non vertes ((130) choix)

(5)
donc on a Pp,(C) = (1—?’5)
3
1 1
P(Py)|: L’événement Py s’écrit Py = PPPP donc P(Py) = P(PPPP)= P(P)P(P)P(P)P(P) = (5)4 =1
Pp,(C) | : ’événement Py est réalisé et on souhaite la réalisation de l'événement C, c’est-a-dire que l’on a obtenu 4 Piles

(donc on pioche sans remise 4 boules) et on veut obtenir aucune verte. La probabilité conditionnelle Pp,(A) est la probabilité

d’obtenir aucune verte en piochant sans remise 4 boules dans ['urne. Pour les cas possibles, on choisit 4 boules parmi les

15 boules disponibles ((45) choix), et pour les cas favorables, on choisit 4 boules parmi les 10 boules non vertes (({f) choix)
1

1
(4)

donc on a Pp,(C) = =
(%)

correction de l’exercice 7

Le protocole de pioche des trois boules dépend du numéro obtenu lors du lancer du dé, plus précisément, il dépend si 'on

obtient un nombre impair ou (le 2 ou 4) ou le 6.
On introduit naturellement les événements :

Uy : " le dé fournit un nombre impair " Us : " le dé fournit le 2 oule 4 " Uz : " le dé fournit le 6 "

a) On considére I’événement

A : " piocher trois boules de méme couleur "

La famille (Uy, Us, Us) est un systéme complet d’événements donc on peut appliquer la formule des probabilités totales,
ce qui nous donne

P(A)=P(UiNA)+ P(Uzn A) + P(Us N A) = P(Ur) Py, (A) + P(Us) P, (A) + P(Us) Pu, (A)

(puisqu’aucun événement n'est impossible et que 'on peut le réinterpréter, on utilise la formule de conditionnem-
ment)Nous allons maintenant calculer chacune de ces probabilités :
Début des calculs intermédiaires :

1
’P(Ul), P(Us) et P(U3)‘ : le dé étant équilibré, chaque numéro a la méme probabilité g d’apparaitre. Le fait d’avoir

2
un numéro impair signifie que l’on obtient le 1 ou le 3 ou le 5 donc P(Uy) = § De méme, on a P(Us) = 6 et
1

Py, (A) | : événement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de I’événement A, c’est-a-dire que le dé a donné un

numéro impair (donc on pioche 3 boules avec remise dans la premiére urne) et on doit obtenir trois boules de méme
couleur (c’est-a-dire, ici, on pioche soit 8 boules blanches, soit trois boules vertes). Par conséquent, la probabilité con-
ditionnelle Py, (A) est la probabilité de piocher, avec remis, 3 boules blanches ou 3 boules vertes dans l'urne contenant
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1 blancher et 2 vertes.
De facon évidente, si l'on considére les événements B " piocher une boule blanche " et V " piocher une boule verte
" on a Py,(A) = P[(BBB)U (VVV)]. Les événements BBB et VVV étant disjoints, les événements B et V étant

n

1
indépendants (on pioche avec remise) et la probabilité de piocher une boule blanche dans la premiére urne étant 3 et

2
la probabilité de piocher une boule verte étant 3’ on a
1 1
P ()= (30 + () = 5

Py, (A)| : Uévénement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de ’événement A, c’est-a-dire que le dé a donné le
numéro 2 ou 4 (donc on pioche sans remise 3 boules dans la seconde urne) dans la seconde urne et on souhaite obtenir
au final 3 boules de méme couleur (les tirages étant sans remise, cela signifie que l'on doit piocher 3 boules vertes).
Par conséquent, la probabilité conditionnelle Py,(A) est la probabilité de piocher sans remise 3 boules dans la seconde
urne contenant 4 boules vertes et 2 boules noires et d’obtenir au final 8 boules vertes. Pour les cas possibles, on doit
piocher (sans remise) 3 boules parmi les 4+2=6 boules disponibles dans la seconde urne ((g) choix)) et pour les cas
favorables, on choisit 8 boules vertes parmi les 4 boules vertes ((g) choiz) donc

Py = -1

Py, (A) | : Dévénement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de l'événement A, c’est—a-dire que le dé a donné
le numéro 6 (donc on pioche sans remise 3 boules dans la troisiéme urne) et on souhaite obtenir au final 8 boules de
méme couleur (les tirages étant sans remise, cela signifie ici que l’on obtient soit 3 boules noires, soit 3 boules vertes).
La probabilité conditionnelle Py,(A) est donc la probabilité de piocher 3 boules sans remise dans la troisiéme urne,
contenant 8 noires, 2 blanches et 3 vertes, et d’obtenir au final 8 boules noires ou trois boules noires. Pour les cas
possibles, on choisit sans remise 3 boules parmi les 3+2+3=8 boules de la troisiéme urne ((g) choix), pour les cas
favorables, on choisit 8 boules noires parmi les 4 boules noires ((g) choix) ou 3 boules vertes parmi les 3 boules vertes
(@) choiz), donc on a

PU;;(A):M_E

B
(3) 56
Fin des calculs intermédiaires
On en déduit que
P(A) = P(U)Py,(A)+ P(Uz)Pu,(A) + P(Us)Pu, (A)
3 1 2 1 1 5 139
= - X-4+-=-X-4-=-X == ~(0.248 + 1073
63765765 560

’ On a environ 24,8 % de chance d’obtenir 3 boules de méme couleur ‘

b) On introduit ’événement
C : " obtenir 3 boules de couleur distinctes a l'issue de I’expérience "
On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (Uy, Us, Us), ce qui nous donne
P(C)=P({UiNC)+PUNC)+ P(UsNC)

Les événements U1 NC et U;NC sont impossibles car, dans les deux cas, on pioche dans des urnes contenant uniquement
deux couleurs donc il est impossible d’obtenir 3 boules de couleurs distinctes.

Par contre, I’événement Us N C' est possible, on ne peut le réinterpréter, ce qui nous ameéne a utiliser la formule de
conditionnement, et ’on a

P(C) = P(U3)Py,(C) = — x @O = % ~ 0.054 + 1073

| =

’ On a environ 5,4 % de chance d’obtenir 3 boules de couleurs distinctes

Justification des calculs de probabilités précédents :

1
On a déja vu que | P(Us) |= 6
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Py, (C) | : lévenement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de l'événement C, c’est-a-dire que le dé donne le

numéro 6 (donc on pioche trois boules sans remise dans la troisiéme urne) et on souhaite obtenir 3 boules de couleurs
distinctes (autrement dit, une noire, une blanche et une verte). Par conséquent, la probabilité conditionnelle Py, (C)
est la probabilité de piocher sans remise trois boules dans la troisiéme urne, qui contient 3 noires, 2 blanches et 3 vertes.
Pour les cas possibles, on choisit 3 boules parmi les 3+2+3=8 boules présentes dans la troisiéme urne ((g) choiz), pour

les cas favorables, on choisit 1 boule noire parmi les 8 boules noires ((i’) choiz), 1 boule blanche parmi les 2 boules

3\ (2 (3
blanches ((f) choiz) et 1 boule verte parmi les 3 boules vertes ((?) choiz) donc Py, (C) = (1)%;(1)
3
correction de 1’exercice 8
Le protocole de pioche dépend intimement du choix de I'urne ou 'on pioche. On introduit naturellement les événements

Uy : " piocher dans I'urne numéro k "

(par exemple, Uy : " piocher dans 'urne numéro 4 "). Puisque chaque urne a la méme probabilité d’étre choisie qu'une
autre, on a

P(UL) = P(Us) = P(Uy) = P(Us) = P(Us) = =
L’urne U; contient 1 boule noire et 9 boules blanches
L’urne Usy contient 2 boules noires et 8 boules blanches
L’urne Us contient 3 boules noires et 7 boules blanches
L’urne Uy contient 4 boules noires et 6 boules blanches
L’urne Us contient 5 boules noires et 5 boules blanches

1. On considére, pour k = 0,1,2 et 3, ’événement

By : " piocher k boules blanches

(par exemple, By : " piocher 2 boules blanches ")
Calcul de P(Byp) : On applique la formule des probabilités totales a la famille (Uy, Us, Us, Uy, Us), ce qui nous donne

P(Bo):P(UlmBo)+P(U2OB())+P(U3QBQ)+P(U4QBQ)+P(U5OB())

Les événements Uy N By et Us N By sont impossibles car, les tirages étant sans remise, on est sur de piocher au moins
deux boules blanches dans la premiére urne et au moins une boule blanche dans la seconde
Les autres événements sont possibles, on ne peut les réinterpréter donc on applique la formule de conditionnement

P(Bo) — P(Us)Pus(Bo) + P(Us)Pos(Bo) + P(Us) P (Bo) — - x 8 4 L L) 15@

5) (5

(@31
(@21

\/
ot
—
=
=)
S—

1 1 1 1 1 1 1
= 5 ot X3ty T a0 00

’ On a environ 2,5 % de chance de n’avoir aucune boule blanche ‘

Justification des calculs de probabilités précédents :
: Dévénement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement By, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la troisiéme urne 8 boules sans remise et on souhaite obtenir 0 boule blanche. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py,(Bo) est la probabilité d’obtenir 3 boules noires en piochant 3 boules sans remise dans la troisiéme
urne. Pour les cas possibles, on choisit 3 boules parmi les 10 boules présentes dans l'urne Us ((130) choiz), pour les cas
3
favorables, on choisit 3 boules noires parmi les 8 boules noires ((;) choix) donc Py,(By) = ((130))
3
Py, (By) | - lévénement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de ’événement By, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la quatriéme urne 8 boules sans remise et on souhaite obtenir 0 boule blanche. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (Bo) est la probabilité d’obtenir 3 boules noires en piochant 8 boules sans remise dans la quatriéme
urne. Pour les cas possibles, on choisit 3 boules parmi les 10 boules présentes dans l'urne Uy ((130) choiz), pour les cas

)
710\
(5)
Py, (Bo) | : Uévénement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement By, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la cinquiéme urne 3 boules sans remise et on souhaite obtenir 0 boule blanche. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (Bo) est la probabilité d’obtenir 3 boules noires en piochant 3 boules sans remise dans la cinquiéme

favorables, on choisit 3 boules noires parmi les 4 boules noires ((g) choix) donc Py, (By) =
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urne. Pour les cas possibles, on choisit 3 boules parmi les 10 boules présentes dans l'urne Us (( ) choiz), pour les cas
5
@

Calcul de P(Bj) : On applique la formule des probabilités totales a la famille (Uy, Us, Us, U4, Us), ce qui nous donne

favorables, on choisit 3 boules noires parmi les 5 boules noires ((g) choixz) donc Py, (By) =

P(By) = P(U;NBy)+ P(UsN By) + P(UsN By) + P(UyN By) + P(Us N By)

L’événement U; N By est impossible car, les pioches étant sans remise, on est certain d’avoir au moins 2 boules blanches
dans la premiére urne. Tous les autres événements sont possibles, on ne peut les réinterpréter donc on applique la
formule de conditionnement

P(B1) = P(Us2)Py,(B1) +P(U3?PU3(31) +,P(U4)PU4(31) + P(Us) Py, (B1)
H6 1 06 1 (6

y 1.7 1 3 1 3_23
551575710 5 10 5 12 120

’ On a environ 19,2 % de chance d’ avoir 1 boule blanche ‘

Justification des calculs de probabilités précédents :
Py, (By) | : Uévénement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement By, c’est-a-dire que l'on pioche dans

la seconde urne 8 boules sans remise et on souhaite obtenir 1 boule blanche. Par conséquent, la probabilité conditionnelle
Py, (By) est la probabilité d’obtenir 1 boule blanche et 2 boules noires en piochant 3 boules sans remise dans la deuziéme
urne. Pour les cas possibles, on choisit 3 boules parmi les 10 boules présentes dans l'urne Uy (( ) choiz), pour les cas

favorables, on choisit 1 boule blanche parmi les 8 boules blanches disponibles ((1) choiz) et 2 boules noires parmi les 2

() )
boules noires ((g) choiz) donc Py,(By) = 152

(5)

Py, (By) | : lévenement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement By, c’est-a-dire que l’on pioche

dans la troisiéme urne 3 boules sans remise et on souhaite obtenir 1 boule blanche. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (B1) est la probabilité d’obtenir 1 boule blanche et 2 boules noires en piochant 3 boules sans remise
dans la troisiéme urne. Pour les cas possibles, on choisit 3 boules parmi les 10 boules présentes dans l'urne Us ((130)
choiz), pour les cas favorables, on choisit 1 boule blanche parmi les 7 boules blanches disponibles ((I) choiz) et 2 boules

(1) ()

noires parmi les 3 boules noires ((Z’) choiz) donc Py,(B1) = ~5

3
Py, (By) : Uévénement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement By, c’est-a-dire que 'on pioche dans la
quatriéme urne 3 boules sans remise et on souhaite obtenir 1 boule blanche. Par conséquent, la probabilité conditionnelle

Py, (B1) | est la probabilité d’obtenir 1 boule blanche et 2 boules noires en piochant 3 boules sans remise. Pour les cas

possibles, on choisit 8 boules parmi les 10 boules présentes dans l'urne Uy (( ) choiz), pour les cas favorables, on
choisit 1 boule blanche parmi les 6 boules blanches ((1) choiz) et on choisit 2 boules noires parmi les 4 boules noires

6\ (4

((3) choiz) donc Py,(B1) = (1()1(5)2)
3

Py, (By) | : lévenement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement By, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la cinquiéme urne 8 boules sans remise et on souhaite obtenir 1 boule blanche. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (B1) est la probabilité d’obtenir 1 boule blanche et 2 boules noires en piochant 3 boules sans remise.
Pour les cas possibles, on choisit 3 boules parmi les 10 boules présentes dans l'urne Us ((130) choiz), pour les cas
favorables, on choisit 1 boule blanche parmi les 5 boules blanches ((i’) choiz) et on choisit 2 boules noires parmi les 5

5\ (5
boules noires ( () choiz) donc Py, (By) = %
3
Calcul de P(Bs) : On applique la formule des probabilités totales a la famille (Uy, Us, Us, Uy, Us), ce qui nous donne
P(Bg) :P(UlmBQ)"_P(UQmBQ)+P(U3mBQ)+P(U40B2)+P(U5OBQ)
Tous les événements sont possibles, on ne peut les réinterpréter donc on applique la formule de conditionnement
P(By) = P(U1)Py,(Bz) + P(Uz)Pu,(B2) + P(Us) Py, (B2) + P(Us) Py, (B2) + P(Us) Pu, (Bz)

9y (1 8 (2 7\ (3 6\ (4 5\ (5
OO, 1 00,1 00,1 600, 1 00
0 10 10 0 10

) 5 () 5 G 5 () 5 ()
21 1 1 1 5 53

17 1
X — o X XX — = ~0.442+ 1073
s s w0ty a5 T 0= 0

X

(S S

xiJr
10
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’ On a environ 44,2 % de chance d’ avoir 2 boules blanches ‘

Justification des calculs de probabilités précédents :

Py, (Bg) | : lévénement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement B, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la premiére urne 8 boules sans remise et on souhaite obtenir 2 boules blanches. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (Bz) est la probabilité d’obtenir 2 boules blanches et 1 boule noire en piochant 3 boules sans remise
dans la premiére urne. Pour les cas possibles, on choisit 3 boules parmi les 10 boules présentes dans l'urne Uj ((130)
choiz), pour les cas favorables, on choisit 2 boules blanches parmi les 9 boules blanches disponibles ((g) choiz) et 1

G)6)
(5)

Py, (Bg) | : lévénement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de ’événement B, c’est-a-dire que l’on pioche

boule noire parmi l'unigque boule noire ((i) choiz) donc Py, (Bg) =

dans la seconde urne 3 boules sans remise et on souhaite obtenir 2 boules blanches. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py,(B1) est la probabilité d’obtenir 2 boules blanches et 1 boule noire en piochant 3 boules sans remise
dans la deuxiéme urne. Pour les cas possibles, on choisit 3 boules parmi les 10 boules présentes dans l'urne Us ((130)

choix), pour les cas favorables, on choisit 2 boules blanches parmi les 8 boules blanches disponibles ((3) choiz) et 1
8\ (2
() ()

10

(5)

Py, (Bs) | : lévenement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement Bs, c’est-a-dire que l’on pioche

boule noire parmi les 2 boules noires (@) choiz) donc Py, (Bz2) =

dans la troisiéme urne 3 boules sans remise et on souhaite obtenir 2 boules blanches. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (B2) est la probabilité d’obtenir 2 boules blanches et 1 boule noire en piochant 3 boules sans remise
dans la troisiéme urne. Pour les cas possibles, on choisit 8 boules parmi les 10 boules présentes dans 'urne Us ((130)
choiz), pour les cas favorables, on choisit 2 boules blanches parmi les 7 boules blanches disponibles ((;) choiz) et 1
(2)()

10

boule noire parmi les 8 boules noires ((:1)’) choiz) donc Py, (B2) =

3
Py, (Bsy) : lévenement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement Bs, c’est-a-dire que l'on pioche
dans la quatriéme urne 3 boules sans remise et on souhaite obtenir 2 boules blanches. Par conséquent, la probabilité

conditionnelle | Py, (Bz) | est la probabilité d’obtenir 2 boules blanches et 1 boule noire en piochant 8 boules sans remise.

Pour les cas possibles, on choisit 8 boules parmi les 10 boules présentes dans 'urne Uy ((130) choiz), pour les cas
favorables, on choisit 2 boules blanches parmi les 6 boules blanches ((g) choiz) et on choisit 1 boule noire parmi les 4

6\ (4

boules noires ((411) choiz) donc Py, (Bg) = (2()1(5)1)
3

Py, (Bg) | : lévénement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement B, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la cinquiéme urne 8 boules sans remise et on souhaite obtenir 2 boules blanches. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (Bz) est la probabilité d’obtenir 2 boules blanches et 1 boule noire en piochant 3 boules sans remise.
Pour les cas possibles, on choisit 8 boules parmi les 10 boules présentes dans l'urne Us ((130) choiz), pour les cas
favorables, on choisit 2 boules blanches parmi les 5 boules blanches ((g) choiz) et on choisit 1 boule noire parmi les 5
()()

10

boules noires ((3) choiz) donc Py, (B2) =

3
Calcul de P(Bs) : On applique la formule des probabilités totales a la famille (Uy, Us, Us, Uy, Us), ce qui nous donne
P(Bg) :P(UlmB3)+P(U2ﬂBg)+P(UgmBg)+P(U4ﬂB3)+P(U5ﬂBg)
Tous les événements sont possibles, on ne peut les réinterpréter donc on applique la formule de conditionnement

P(Bs) = P(U1)P (33) + P(U. )PUz( )+ P(Us)PU3(Bs) + P(Uy)Py,(B3) + P(Us) Py, (Bs)

G 1 6

1 () o (3)
= fx——&— X + X

5 (%) 50 (5 ) T ) e (&3]
_ Lt T 17 1 Tl l 1 ifﬂw 3
= 5 Xty s Xty et s X2 10 S 0BREI

’ On a environ 34,2 % de chance d’ avoir 3 boules blanches

Justification des calculs de probabilités précédents :
Py, (Bs) | : lévenement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement Bs, c’est-a-dire que l’on pioche

dans la premiére urne 3 boules sans remise et on souhaite obtenir 3 boules blanches. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (Bs) est la probabilité d’obtenir 3 boules blanches en piochant 8 boules sans remise dans la premiére
urne. Pour les cas possibles, on choisit 8 boules parmi les 10 boules présentes dans l'urne Uy (( ) choiz), pour les cas
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9
favorables, on choisit 3 boules blanches parmi les 9 boules blanches disponibles ((g) choiz) donc Py, (Bs) = ((1%))
3
Py, (Bs) | : lévénement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement Bs, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la seconde urne 3 boules sans remise et on souhaite obtenir 3 boules blanches. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py,(Bs) est la probabilité d’obtenir 3 boules blanches en piochant 3 boules sans remise dans la deuziéme
urne. Pour les cas possibles, on choisit 3 boules parmi les 10 boules présentes dans l'urne Us ((130) choix), pour les cas
8
favorables, on choisit 3 boules blanches parmi les 8 boules blanches disponibles ((g) choiz) donc Py,(Bs) = ((1?%
3
Py, (Bs) | : l’évenement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de ’événement Bs, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la troisiéme urne 3 boules sans remise et on souhaite obtenir 3 boules blanches. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py,(Bs) est la probabilité d’obtenir 3 boules blanches en piochant 3 boules sans remise dans la troisiéme
urne. Pour les cas possibles, on choisit 3 boules parmi les 10 boules présentes dans l'urne Ug ((130) choix), pour les cas
7
favorables, on choisit 3 boules blanches parmi les 7 boules blanches disponibles ((;) choiz) donc Py,(B3) = ((1?6))
3
Py, (Bs) | : lévenement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement Bs, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la quatriéme urne 3 boules sans remise et on souhaite obtenir 3 boules blanches. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (Bs) est la probabilité d’obtenir 8 boules blanches en piochant 3 boules sans remise. Pour les cas
possibles, on choisit 8 boules parmi les 10 boules présentes dans l'urne Uy ((130) choiz), pour les cas favorables, on
6

Py, (Bs) | : lévenement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de ’événement Bs, c’est-a-dire que l’on pioche

choisit 8 boules blanches parmi les 6 boules blanches ((g) choiz) donc Py, (Bs)

dans la cinquiéme urne 3 boules sans remise et on souhaite obtenir 3 boules blanches. Par conséquent, la probabilité

conditionnelle Py, (Bs) est la probabilité d’obtenir 8 boules blanches en piochant 3 boules sans remise. Pour les cas

possibles, on choisit 8 boules parmi les 10 boules présentes dans l'urne Us ((130) choiz), pour les cas favorables, on
5

choisit 8 boules blanches parmi les 5 boules blanches ((g) choiz) donc Py, (B3) = 55

10
(3)
2. On considére, pour k = 0,1,2 et 3, I’événement

By : " piocher k boules blanches

(par exemple, By : " piocher 2 boules blanches ")
Calcul de P(Bp) : On applique la formule des probabilités totales a la famille (Uy, Us, Us, Uy, Us), ce qui nous donne

P(By) = P(Uy N By) + P(Ux N By) + P(Us N By) + P(Uy N By) + P(Us N By)

Tous les événements sont possibles (car on remise les boules), on ne peut les réinterpréter donc on applique la formule
de conditionnement

P(By) = P(U1)Py,(Bo) + P(U2) Py, (Bo) + P(Us) Py (Bo) + P(Ua) Py, (Bo) + P(Us) Py, (Bo)
= %x(%o)g—i—%x (1%)34-% ><(130)3—|—%>< (1%)3—&—% x(%)3:%:0.045

’ On a 4,5 % de chance de n’avoir aucune boule blanche ‘

Justification des calculs de probabilités précédents :

Py, (Bo) | : Uévénement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement By, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la premiére urne 8 boules avec remise et on souhaite obtenir 0 boule blanche. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (By) est la probabilité d’obtenir 3 boules noires en piochant 3 boules avec remise dans la premiére

1
urne. On a donc Py, (By) = P(NNN) = (E)?’ (il y a 1 boule noire et 9 boules blanches)

Py, (By) | : lévenement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement By, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la deuxiéme urne 3 boules avec remise et on souhaite obtenir 0 boule blanche. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py,(Bo) est la probabilité d’obtenir 3 boules noires en piochant 8 boules avec remise dans la deuxiéme

urne. On a donc Py,(By) = P(NNN) = (%)3

Py, (Bo) | : Uévénement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement By, c’est-a-dire que l’on pioche

(il y a 2 boules noires et 8 boules blanches)

dans la troisiéme urne 8 boules avec remise et on souhaite obtenir 0 boule blanche. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py,(Bo) est la probabilité d’obtenir 3 boules noires en piochant 3 boules avec remise dans la troisiéme
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urne. On a donc Py,(By) = P(NNN) = (13—0)3 (il y a 8 boules noires et 7 boules blanches)

Py, (By) | : lévénement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement By, c’est-a-dire que l’on pioche

dans la quatriéme urne 8 boules avec remise et on souhaite obtenir 0 boule blanche. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (Bo) est la probabilité d’obtenir 3 boules noires en piochant 3 boules avec remise dans la quatriéme

4
urne. On a donc Py,(By) = P(NNN) = (E)3 (il y a 4 boules noires et 6 boules blanches)

Py, (By) | : lévenement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement By, c’est-a-dire que l’on pioche

dans la cinquiéme urne 3 boules avec remise et on souhaite obtenir 0 boule blanche. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (Bo) est la probabilité d’obtenir 3 boules noires en piochant 3 boules avec remise dans la cinquiéme

5
urne. On a donc Py, (By) = P(INNN) = (E)?’ (il y a 5 boules noires et 5 boules blanches)
Calcul de P(B;) : On applique la formule des probabilités totales a la famille (Uy, Uz, Us, Uy, Us), ce qui nous donne

P(By)=PUiNDBy)+PUsnNBy)+ P(UsNBy)+ P(UyN By) 4+ P(Us N By)

Tous les événements sont possibles (on remise les boules), on ne peut les réinterpréter donc on applique la formule de

conditionnement
P(B1) = P(U1)Py,(B1) + P(Uz)Pu,(B1) + P(Us) Py, (B1) + P(Us) Py, (B1) + P(Us) Py, (Bh)
1 3\, 9 1.5 1 3}, 8.,,2 45 1 3\, 7.,3 .4 1 3,6, 4.4, 1 3,5 .,5
= 5 <1)<1o><1o> 5 <1><1o><1o> +5 % (1>(10)(10) +5 X (1>(10)(10) 5 <1>(10)(10
39
= ﬁ*0.195

’ On a environ 19,5 % de chance d’ avoir 1 boule blanche ‘

Justification des calculs de probabilités précédents :

Py, (By) | : lévenement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement By, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la premiére urne 3 boules avec remise et on souhaite obtenir 1 boule blanche. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (B1) est la probabilité d’obtenir 1 boule blanche et 2 boules noires en piochant 3 boules avec remise
dans la premiére urne. L’urne contient 1 boule noire et 9 boules blanches.

On a donc

Py, (By) = P[(NNB)U(NBN)U(BNN)] = P(NNB)+ P(NBN)+ P(BNN)

= (5)(50)* + ()50 + (35) (5 = 35055 )

Remarque : On choisit 1 pioche parmi les 3 pioches donc on a (?) = 3 choiz

Py, (By) | : lévenement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement By, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la deuxiéme urne 3 boules avec remise et on souhaite obtenir 1 boule blanche. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py,(B1) est la probabilité d’obtenir 1 boule blanche et 2 boules noires en piochant 3 boules avec remise
dans la deuziéme urne. L’urne contient 2 boules noires et 8 boules blanches.

On a donc

Py,(B;) = P[NNB)U(NBN)U(BNN)] =P(NNB)+ P(NBN)+ P(BNN)

8.,2 4 8.,2 4 8., 2, 8.,2 4
= (Gl + () + (3p)la)” = 3(5p)(5p)
Remarque : On choisit 1 pioche parmi les 8 pioches donc on a (i’) = 3 choix
Py, (By) | : lévénement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de [’événement Bs, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la troisiéme urne 3 boules avec remise et on souhaite obtenir 1 boule blanche. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py,(B1) est la probabilité d’obtenir 1 boule blanche et 2 boules noires en piochant 3 boules avec remise
dans la troisiéme urne. L’urne contient 3 boules noires et 7 boules blanches.
On a donc

Py,(By) = P[(NNB)U(NBN)U(BNN)] =P(NNB)+ P(NBN)+ P(BNN)
= ()5 + () () + (35) () = B1e) (o5 )?

Remarque : On choisit 1 pioche parmi les 8 pioches donc on a (i’) = 3 choiz

Py, (By) | : Uévéenement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement By, c’est-a-dire que l’on pioche
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dans la quatriéme urne 3 boules avec remise et on souhaite obtenir 1 boule blanche. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (B1) est la probabilité d’obtenir 1 boule blanche et 2 boules noires en piochant 3 boules avec remise
dans la quatriéme urne. L’urne contient 4 boules noires et 6 boules blanches.

On a donc
Py,(B;) = P[(NNB)U(NBN)U(BNN)]=P(NNB)+ P(NBN)+ P(BNN)
6.4, 6. 4, 6. 4, 6 4,
= (E)(TO) +(T0)(E) +(TO)(E) 23(5)(1*0)

Remarque : On choisit 1 pioche parmi les 8 pioches donc on a (i’) = 3 choix

Py, (By) | : lévenement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement By, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la cinquiéme urne 3 boules avec remise et on souhaite obtenir 1 boule blanche. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (B1) est la probabilité d’obtenir 1 boule blanche et 2 boules noires en piochant 3 boules avec remise
dans la cinquiéme urne. L’urne contient 5 boules noires et 5 boules blanches.

On a donc
Py, (B;) = P[NNB)U(NBN)U(BNN)|]=P(NNB)+ P(NBN)+ P(BNN)
5.5, 5.5, ,5. 5, _ 5 5.,
(E)(TO) +(T0)(TO) +(TO)(E) :3(5)(1*0)

Remarque : On choisit 1 pioche parmi les 8 pioches donc on a (?) = 3 choix
Calcul de P(B;) : On applique la formule des probabilités totales a la famille (Uy, Us, Us, Uy, Us), ce qui nous donne

P(B;)=PUiNBy)+PUsNBy)+P(UsNBy)+ P(UyN By) + P(Us N By)

Tous les événements sont possibles (on remise les boules), on ne peut les réinterpréter donc on applique la formule de

conditionnement
P(Bz) = P(U1)Py,(B2) + P(Us)Pu,(Bs) + P(Us) Py, (B2) + P(Us) Py, (B2) + P(Us) Py, (Ba)
1 /3\, 9., 1. 1 (3\,8,2. 1 (3 7,3 1 (3\,6u, 4. 1 (3\,5.,5
= s (D)2 () a5 (0)aram+ 5% (5) mrte + 5 < (3) )
= 220.375

’ On a environ 37,5 % de chance d’ avoir 2 boules blanches ‘

Justification des calculs de probabilités précédents :

Py, (Bg) | : lévéenement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de ’événement B, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la premiére urne 8 boules avec remise et on souhaite obtenir 2 boules blanches. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (Bz) est la probabilité d’obtenir 2 boules blanches et 1 boule noire en piochant 3 boules avec remise
dans la premiére urne. L’urne contient 1 boule noire et 9 boules blanches.

On a donc

Py,(By) = P[(NBB)U(BNB)U(BBN)| = P(NBB)+ P(BNB)+ P(BBN)
= () (55) + (35)(35) + (3525 = 315 ) 55)

Remarque : On choisit 2 pioches parmi les 3 pioches donc on a (;’) = 3 choiz

: Dévénement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement B, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la deuziéme urne 8 boules avec remise et on souhaite obtenir 2 boules blanches. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py,(Bz) est la probabilité d’obtenir 2 boules blanches et 1 boule noire en piochant 3 boules avec remise
dans la deuziéme urne. L’urne contient 2 boules noires et 8 boules blanches.

On a donc

Py,(B)) = P[(NBB)U(BNB)U(BBN)| = P(NBB)+ P(BNB)+ P(BBN)

= () + () () + ()2 (55) = () (5)

Remarque : On choisit 2 pioches parmi les 3 pioches donc on a (‘3) = 3 choiz
Py, (Bs2) | : Uévénement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement Bs, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la troisiéme urne 3 boules avec remise et on souhaite obtenir 2 boules blanches. Par conséquent, la probabilité

conditionnelle Py,(B2) est la probabilité d’obtenir 2 boules blanches et 1 boule noire en piochant 3 boules avec remise
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dans la troisiéme urne. L’urne contient 8 boules noires et 7 boules blanches.
On a donc

Py,(By) = P[(NBB)U(BNB)U(BBN)|=P(NBB)+ P(BNB)+ P(BBN)

B 7.9, 3 7.9, 3 79,3, ., 7.,3

N (10) (10)+(10) (10)+(10) (10)*3(10) (10)
Remarque : On choisit 2 pioches parmi les 8 pioches donc on a (g) =3 choix
Py, (Bg) | : lévenement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement B, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la quatriéme urne 3 boules avec remise et on souhaite obtenir 2 boules blanches. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (B2) est la probabilité d’obtenir 2 boules blanches et 1 boule noire en piochant 3 boules avec remise
dans la quatriéme urne. L’urne contient 4 boules noires et 6 boules blanches.
On a donc

Py,(Bs) = P[(NBB)U(BNB)U(BBN)| = P(NBB)+ P(BNB)+ P(BBN)

6.5 4 6., 4 6., 4 6.5, 4
= —_— —_— —_— —_— -_— —_— ) = 3 —_— —
(10) (10)+(10) <10>+(10) (10) (10) (10)
Remarque : On choisit 2 pioches parmi les 8 pioches donc on a (;’) = 3 choiz
Py, (Bg) | : lévénement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de [’événement B, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la cinquiéme urne 8 boules avec remise et on souhaite obtenir 2 boules blanches. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (Bs) est la probabilité d’obtenir 2 boules blanches et 1 boule noire en piochant 3 boules avec remise
dans la cinquiéme urne. L’urne contient 5 boules noires et 5 boules blanches.
On a donc

Py.(By) = P[(NBB)U(BNB)U(BBN)| = P(NBB)+ P(BNB)+ P(BBN)
5.5, 5 5 125 5 125 5125

= (E)Q(TO)JF(TO TO)JF(TO TO):3(E 10

Remarque : On choisit 2 pioches parmi les 8 pioches donc on a (‘;) = 3 choix
Calcul de P(Bs) : On applique la formule des probabilités totales a la famille (Uy, Us, Us, Uy, Us), ce qui nous donne

P(BS):P(UlmB5)+P(UQmBg)+P(U3,de)+P(U4OBL;)+P(U5OB3)

Tous les événements sont possibles (car on remise les boules), on ne peut les réinterpréter donc on applique la formule
de conditionnement

P(B3) = P(U1)Py,(Bs) + P(U2) Py, (Bs) + P(Us) Py (Bs) + P(Ua) Py, (Bs) + P(Us) Py, (Bs)

’ On a 38,5 % de chance d’avoir 3 boules blanches ‘

Justification des calculs de probabilités précédents :

Py, (Bg) | : l’événement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement Bs, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la premiére urne 8 boules avec remise et on souhaite obtenir 8 boules blanches. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (Bs) est la probabilité d’obtenir 3 boules blanches en piochant 3 boules avec remise dans la premiére

urne. On a donc Py,(Bs) = P(BBB) = (%)3 (il y a 1 boule noire et 9 boules blanches)

Py, (B3) | : Uévénement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement Bs, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la deuxiéeme urne 8 boules avec remise et on souhaite obtenir 8 boules blanches. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py,(Bs) est la probabilité d’obtenir 3 boules blanches en piochant 3 boules avec remise dans la deuxiéme

8
urne. On a donc Py,(Bs) = P(BBB) = (E)?) (il y a 2 boules noires et 8 boules blanches)

Py, (Bs) | : lévenement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de ’événement Bs, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la troisiéme urne 3 boules avec remise et on souhaite obtenir 3 boules blanches. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py,(Bs) est la probabilité d’obtenir 3 boules blanches en piochant 8 boules avec remise dans la troisiéme

urne. On a donc Py,(B3) = P(BBB) = l 3 (il y a 3 boules noires et 7 boules blanches
3 10

Py, (Bs) | : Uévénement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement Bs, c’est-a-dire que l’on pioche
dans la quatriéme urne 3 boules avec remise et on souhaite obtenir 3 boules blanches. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (Bs) est la probabilité d’obtenir 3 boules blanches en piochant 3 boules avec remise dans la quatriéme
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urne. On a donc Py,(Bs) = P(BBB) = (%)3 (il y a 4 boules noires et 6 boules blanches)

Py, (Bs) | : lévénement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement Bs, c’est-a-dire que l’on pioche

dans la cinquiéme urne 8 boules avec remise et on souhaite obtenir 8 boules blanches. Par conséquent, la probabilité
conditionnelle Py, (Bs) est la probabilité d’obtenir 3 boules blanches en piochant 3 boules avec remise dans la cinquiéme

)
urne. On a donc Py, (Bs) = P(BBB) = (m)3 (il y a 5 boules noires et 5 boules blanches)

correction de 1’exercice 9
Le protocole de pioche dépend étroitement du choix de I'urne ot 'on pioche. On introduit alors naturellement, pour
k=1,2,...,n, les événements

Ui " piocher dans 'urne numéro k "

(par exemple, U : " piocher dans I'urne numéro 2 ") ainsi que 1’événement

V : " piocher une boule verte "
On applique la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements Uy, Us, .., Uk, .., Uy, ce qui nous donne :

PWV)=PUNV)+PUNV)+---+PU,NV)+ -+ PU,NV)

Tous les événements précédents sont possibles, on ne peut les réinterpréter, donc on applique la formule de conditionnement

PV) = PU)Py,(V)+ PU2)Pu,(V)+ -+ PUx) Py, (V) + -+ PUy,)Pu, (V)
ottt 1 kL 1om
n 2 n 4 n 2k n 2n
— lxl—s—lx1+--~+lx1+-~-+lx1:nx(lxl)zl
n 2 n 2 n 2 n 2 n 2 2

n fois

| On a 50 % de chance de piocher une boule verte |

Justifications des calculs de probabilités précédentes :
La probabilité de choisir une urne donnée est la méme que de choisir une autre et étant donné qu’il y a n urne, on

1
P(Uh) = P(Uy) =+ = P(Uy) == P(U,) =
Py, (V)| : lévénement Uy est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement V, c’est-a-dire que l’on pioche dans l'urne

numéro 1, et que l’on pioche 1 boule verte. Par conséquent, la probabilité conditionnelle Py, (V') est la probabilité de piocher

une boule verte dans l'urne numéro 1 en piochant une boule donc Py, (V) = 3 (lurne contient 1 boule verte et 1 boule rouge)

Py, (V)| : lévénement Us est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement V, c’est-a-dire que l’on pioche dans l'urne

numéro 2, et que l’on pioche 1 boule verte. Par conséquent, la probabilité conditionnelle Py,(V') est la probabilité de piocher

une boule verte dans l’urne numéro 2 en piochant une boule donc Py,(V) = 1= 3 (urne contient 2 boules vertes et 2

boules rouges)

Py, (V)| : Uévenement Uy, est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement V, c’est-a-dire que l’on pioche dans l'urne

numéro k, et que l’on pioche 1 boule verte. Par conséquent, la probabilité conditionnelle Py, (V') est la probabilité de piocher

une boule verte dans 'urne numéro k en piochant une boule donc Py, (V) 3 (lurne contient k boules vertes et k

= ﬁ =
boules rouges)On considére n urnes numérotées de 1 a n. L’'urne n°k contient k boules vertes et k boules rouges. On choisit

une urne au hasard puis on tire une boule dans cette urne.

Py, (V)| : Uévénement U, est réalisé et on souhaite la réalisation de I’événement V, c¢’est-a-dire que l’on pioche dans l'urne

numéro m, et que ’on pioche 1 boule verte. Par conséquent, la probabilité conditionnelle Py, (V') est la probabilité de piocher

n
une boule verte dans l'urne numéro n en piochant une boule donc Py, (V) = =3 (Uurne contient n boules vertes et n
n

boules rouges)
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