PHEC1 Correction feuille d’exercices 5 2005-2006

correction de 1’(%xerc1ce 1

1. Vte Ry, —— T+ < In(1+4¢) <t : Pour cela, on introduit les fonctions f : ¢ — In(1 4 ¢) — T3 et g:t—t—1In(l+1)
définies sur [0, +o00[ et on étudie leurs variatiosn respectives sur cet intervalle puis on en déduit le signe (si 'on a de la
chance)

Ces deux fonctions sont dérivables sur [0, +o0o[ et 'on a
0 (148" @) (1+t)—t(1+t) 1 I 1+t-1 t
1+t (1+1)2 Tl4t (412 (1412 (141)2
141t 1 t
o= 1! 1=
g 1+t T+t 1+t

Par conséquent, les dérivées de ces deux fonctions sont positives sur [0, +o0o[ et les fonctions f et g sont croissantes sur
cet intervalle. Etant donné que f(0) = g(0) = 0, on en déduit que les fonctions f et g sont positives sur [0, +oo[, ce
qui démontre ’encadrement demandé.

a a
Yn € N*| 7 <Inu, <a: Puisque 'on a Inu, = nln (1 + 7) puis en utilisant ’encadrement précédent pour
14+ — n
n

a .. . .-
t = — et en le multipliant par n (qui est positif), on a
n

a
. a a a a
na In (1—1— ) — & agnln(l—ﬁ—f)ga@ 7 SInu, <a
1<+A7 n Xn 1_+ _ n 1_+‘,
n n n
2. Puisque 'on a liIJIrl o = G, le théoréme d’encadrement peut étre appliqué a I’encadrement de la question précé-

n
dente, ce qui montre que la suite (Inu,), converge vers a donc, en passant & I'exponentielle, la suite (), converge
vers e“.

correction de I’exercice 2
Suite a|: On utilise une relation de Chasles (méme terme mais sur des ensembles d’indices distincts)

e (B SN (S ) £

k=1 k=1

donc la suite a est strictement croissante.

: On utilise également une relation de Chasles pour les sommes

n+1 n n n
11 1 1 1 11
byt —bn = - — 4= = D
1 (ZkQ n+1> (;M‘Ln) ([;k2]+(n+1)2+n+1> —k n

7 1 N 1L 1 ntam+)—(n+1)? -1 “0
 (n+1)2 n+l n n(n+1)32 - n(n+1)2

donc la suite b est strictement décroissante
: Encore et toujours Chasles

n+1 n
Cntl — Cpn = (Zlnk (n+1)In(n ) (Zlnknlnn) = (lZlnk
k=1

k=1

+In(n+1) - (n+1)lnn+1> Zlnk+n

—nln(n+1)+nlnn=n[lnn—In(n+ 1)) =_n In(

donc la suite ¢ est décroissante.

correction de 1’exercice 3
1. Vn 22, 0< u, <1: On procéde par récurrence en posant (Py,) : 0 < u, <1
Initialisation n = 2 : Puisque us = 1, il est évident que 0 < ug < 1 donc (P2) est vraie.
Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons que (P,+1) est vraie, ¢’est-a-dire, supposons que 0 < u,, < 1 et montrons
que 0 < up4+1 < 1.
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ce qui démontre (P,,11) et achéve la récurrence.

Monotonie de u :
~~
1 1 U
Unp+1 — Up = Un <1_'n,2> — Up = Up |:<1_TL2) _1:| :_72 go

donc la suite u est décroissante.

2. La suite u est décroissante et minorée par 0 donc elle converge (et sa limite appartient a [0, 1]).

3.Yn>=2, wu,= 2(%71) : On procede par récurrence en posant : (Py,) : u, = ﬁ
2
Initialisation n = 2 : Puisque us =1 et m =1, on en déduit que uy = m donc (P2) est vraie.
Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons que (P,41) est vraie, c’est-a-dire, supposons que u, = ﬁ et
n —
n+1 n+1

montrons que Uy,41 = 2((n—|— 1) — 1) = o
1) n <n21) n n—1m+1) n+1

“n2) 2(n-1) - 2(n—1) n? - 2n

Up41 = Un <1

ce qui démontre (P,4+1) et achéve la récurrence.

La suite u tend vers 3 (la limite du quotient de deux polynomes est la limite du quotient des termes dominants).

correction de 1’exercice 4
1. Vn €N, wu, >1: On procéde par récurrence en posant (P,) : u, > 1.
Initialisation n = 0 : Puisque uy = 2, il est évident que ug > 1 donc (Py) est vraie.
Heérédité : Supposons (P,) vraie et montrons que (P,4+1) est vraie, c’est-a-dire, supposons que u,, > 1 et montrons
que u,41 = 1. L’inégalité suivante

Upp1 =2\Up —1>2/1-1=2-1=1

montre que u,4+1 = 1, ce qui démontre (P,,+1) et achéve la récurrence.
Monotonie de la suite u : on étudie le signe de la différence u,, —u,+1 (mais c’est pour mieux voir I'identité remarquable

mon enfant :-))
Up — Upg1 = Up — (21/Un — 1) = Uy — 23/t + 1 = (V, — 1) >0

ce qui montre que Vn € N,  u, —upy1 = 0 S u, 2 uy41, done la sutie u est décroissante.

2. La suite u est décroissante et minorée par 1 donc, d’aprés le théoréme de convergence monotone des suites, elle converge
et 'on note L sa limite. La suite u étant minorée par 1, on en déduit que sa limite L est également minorée par 1,
donc elle est strictement positive et la suite /u, converge vers v/L. En outre, puisque pour tout entier naturel n, on
a Up41 = 2,/u, — 1, en passant & la limite, on obtient

L:2ﬁ-1@L-2xﬁL+1:0@(ﬁ—1)2:0@\@:1L@0L=1
2
Par conséquent, la suite u converge vers 1.

correction de 1’exercice 5
1. On procede par récurrence en posant (Py) : 0 < u, < 2.
Initialisation n = 0 : Comme uy = 1, on a bien 0 < ug < 2, ce qui montre (Py).
Hérédité : Supposons (P,) vraie et montrons (P,41), c’est-a-dire, supposons que 0 < u, < 2 et montrons que
0 < up4+1 < 2. En utilisant ’hypothése de récurrence (P,) ainsi que des calculs sur les inégalités, on obtient

0<tup <2=22<up+2<4=vV2<Vup +2< VA= 0< V2 < tpgy <2

ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.

Soit L une limite éventuelle de la suite u. Puisque Vn € N, 0 < u,, < 2, on est assuré que 0 < L < 2 donc le réel L+ 2
est positif et la suite /u,, + 2 converge vers v/L + 2. En considérant la relation de récurrence définissant la suite u et
en passant a la limite, on obtient

L=VL+2=1*=L+2&L*-L-2=0&Le{-1,2}

Puisque L > 0, on en déduit que L = 2 et la seule limite éventuelle de la suite u est 2.
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2. Le réel = appartenant a [0, 2], il est positif, donc on peut élever au carré en conservant ’équivalence

Vi+2zrzez+2222<0>2°—o—2.

Le trinome 22 — z — 2 a pour racine —1 et 2 donc il est négatif entre ces deux racines, c’est-a-dire qu’il est négatif sur

I'intervalle [—1, 2] donc sur lintervalle [0, 2].
Puisque Vn € N, w,, € [0,2], on peut remplacer x par u,, dans I’encadrement précédent, ce qui nous donne

VneN, Vup,+22Zu, S upyrr = Uy
——

=Un+1
donc la suite u est croissante.

3. La suite u est croissante et majorée par 2, donc elle converge. Sa limite est alors, d’apreés la question 1, L = 2 (le
raisonnement étant valable car la suite u converge bien désormais)

correction de ’exercice 6
1. Vn >0, wu, existe et u, > 0: On procéde par récurrence en posant (P,) : u, existe et u, > 0.
Initialisation n = 0 : Puisque ’énoncé affirme que ug > 0 donc (Py) est vraie.
Heérédité : Supposons (P,) vraie et montrons que (P,4+1) est vraie, c’est-a-dire, supposons que u,, > 0 et montrons
que up4+1 = 0. Puisque u, > 0, le réel u,41 est positf comme quotient de deux réels positifs (les numérateurs et
dénominateurs sont des sommes de réels positifs) ce qui démontre (P,,11) et achéve la récurrence.
Monotonie de la suite u : on étudie le signe de la différence w1 — .

2
2uz

B C2u2 —up(1+5u,)  —3ul —u,
14 5u,

Up = =
1+ 5u, 1+ 5u,

Un+1 — Up X

Le réel u,, étant positif, cette différence est négative comme quotient d’un numérateur négatif et d’un dénominateur
b
positif. Par conséquent, la suite u est décroissante.

2. La suite u est décroissante et minorée par 0 donc, d’aprés le théoréme de convergence monotone des suites, elle converge.
Si 'on note L sa limite, la suite u étant positive, on est assuré que sa limite L est également positive donc le quotient

2
14 5L est strictement positif donc il est non nul. Par conséquent, la suite _Zn tend vers ———. En passant a la
) 1+ 5u, 14+5L
2
limite dans ’égalité u, 41 = %;un, on en déduit que
2L? 2 2 2 2 1

Etant donné que la limite L est positive, on en déduit que L = 0 et la suite (uy,), converge vers 0.

2u . . . .
3.VneN, w4 < Tn : On ne proceéde pas par récurrence mais par un calcul direct (étant donné qu’il s’agit de deux

termes consécutifs d’'une méme suite qui interviennent).

vn € N 2 2u? 2 5% 2u2 — 2u, (14 5uy,)  10u2 — 2u, — 10u2 2un
n y Upy] — —Upy = ——— — —Up = = = _ <
5 1+5u, 5 5(1 + 5uy) 5(1 + 5uy) 5(1 + Huy)

2u
car le réel u,, est positif pour tout entier n € N donc l'inégalité u, 11 < ?n est vraie.

2
vneN, u,< (g)”uo : On procede par récurrence (car il s’agit d’une relation entre la suite u et une autre suite) en

2
posant (Py,) : up, < (5)"u0.

0 0
2
Initialisation n =0 :<5> ug = ug donc ug < (5) ug (I'égalité impliquant 'inégalité au sens large), ce qui montre

que (Pp) est vraie.

2
Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,11), c’est-a-dire, supposons que u, < (g)"uo et montrons que

2 2u,
Upt1 < (g)”“uo. En combinant ’hypotheése de récurrence (P,,) a Uinégalité wu, 1 < ?", on obtient

< 2un 2 2\" 2\ "t
U <— <= |l=) w| =1z U
LS TS5 \s) 0 5 0
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ce qui démontre (P,,11) et achéve la récurrence.
Convergence de la suite u : La positivité de la suite u (question 1) combinée a la question précédente nous montre que

2\ "
Vn € N, 0<’un<<5) uo

2
La suite géométrique {(5

le théoréme d’encadrement donc la suite u converge vers 0.

n
2
> uo} converge vers 0 car sa raison 3 appartient & | — 1, 1], ce qui nous permet d’appliquer
n

correction de l’exercice 7
1. Vn 20, wu, >1: On procéde par récurrence en posant (P,) : u, > 1.
Initialisation n = 0 : Puisque up = 3, il est évident que ug > 1 donc (Py) est vraie.
Heérédité : Supposons (P,) vraie et montrons que (P,4+1) est vraie, c’est-a-dire, supposons que u,, > 1 et montrons
que up+1 = 1. Pour justifier que le réel u, 11 est supérieur (au sens large) a 1, on étudie le signe de la différence u, 41 —1
(car application direct des encadrements ne nous permet pas de conclure)

u? 1_u%—(2un—1)_ui—2un+l_(un—1)2

2u, — 1 2u, — 1 2u, — 1 2u, — 1

Up+1 — 1

car le numérateur est clairement positif et le dénominateur I'est également (2u, —1 > 2x1—1=1> 0) donc up4+1 > 1,
ce qui démontre (P,,11) et achéve la récurrence.
Monotonie de la suite u : on étudie le signe de la différence wy, 1 — s,

>0 <0
2 2 2 —~
us Uy — Un(2up — 1) —ud +up Up (—un + 1)
Up+l —Up = 5 - — Upn = = = <0
2u, — 1 2u, — 1 Uy, — 1 up>1 2u, — 1
——
>0

donc la suite u est décroissante.

2. La suite u est décroissante et minorée par 1 donc, d’apres le théoréme de convergence monotone des suites, la suite u
converge. Si l'on note L sa limite, on est assuré que L > 1 (par minoration de u,,) et la suite 2u,, — 1 tend vers 2L — 1

1 u?
qui ne peut étre nul (sinon L = 7 ce qui est contradictoire). En passant a la limite dans I'égalité w, 11 = 5 u 7> on
obtient "
L2
=571 SLR2L-1)=1*<I*-L=0&LL-1)=0&Lc{0,1}
Puisque la limite L est nécessairement supérieure ou égale a 1, on en déduit que L = 1 et la suite (u, ), converge vers
1.

correction de ’exercice 8
1.Vvn2>20, u,> 3 : On procede par récurrence en posant (Py,) : u, =

Wl =

1
Initialisation n = 0 : Puisque uo = 1, il est évident que ug > = donc (Py) est vraie.
1
Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons que (P,,41) est vraie, c’est-a-dire, supposons que w, > — et montrons

1 1
que u,41 > —. Pour justifier 'encadrement du réel u,, 1, on étudie le signe de la différence u,, 1 — 3 (car I’application

direct des encadrements ne nous permet pas de conclure)

>0
1
3w — =
1 2Uy, 1 3 X 2u, — (3un +1) 3u, — 1 3 1
Untl — 5 =5 7 — 5 — = = >0 (up>3)
3 3u,+1 3 3(3u, + 1) 3(3u, +1) 3(3u, +1) 3
——
>0
. 1 . .
donc l'égalité u, 41 > gest vraie, ce qui démontre (P,41) et achéve la récurrence.
2 1
Vo > 1/3, 3 -xl- 7 < g + 6 : 11 suffit d’étudier le signe de la différence

27 (:g 1>6(2x)(3(3z+1)z+(3:€+1))91’2+6x1 922 —6z+1  (3z—1)2
)=

3x+1 6(3z +1) T 6(Bx+1)  6Bz+1)  6(Bz+1)
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lorsque x > 0 donc quand = > 1/3.
Pour ceuz qui ne voient pas Uidentité remarquable, il suffit de calculer le discriminant du trindome —9z2 + 6z — 1.
Celui-ci est nulle donc le trinéme est toujours du signe de "a"= —6 < 0.

U 1
2.VneN, Upp1 < ?" + 5 : Puisque pour tous les entiers n, le réel u,, est supérieur ou égale a 1/3 (question 1), on

peut remplacer x par u,, dans I'inégalité de la question 1, ce qui nous donneOn ne procéde pas par récurrence mais par
un calcul direct (étant donné qu’il s’agit de deux termes consécutifs d’'une méme suite qui interviennent).

2uy, Unp 1 Up, 1
[ — — — @ — —
Sun 152 T S TG
=Un+1
1 1 \ ) : o . .
vneN, wu,< 3 + 31 : On procede par récurrence (car il s’agit d’une relation entre la suite v et une autre
1 1
suite) en posant (Py,) : up < 3 + T ot
T . 1 1.1 1,2 Lo b
Initialisation n =0 .§—|—3 01— §+3 91— §+§ =1let up =1doncug < §+W (I'égalité impliquant
I'inégalité au sens large), ce qui montre que (Py) est vraie.
1
Heérédité : Supposons (P,) vraie et montrons (P,+1), c’est-a~dire, supposons que u, < 3 + 3% o1 et montrons
1 1
que Up4+1 < 3 + 3o En combinant ’hypothése de récurrence (P,,) a U'inégalité u, 1 < u?n + 5 on obtient
<un+1<1 1+ 1 +1 1+ 1 +1 1+ 1
U, —_— — — — —_— _- = — _— _ = —
ST T S 203 T 3x2n ] 16 6 3x2x2v L6 3 3x2m

ce qui démontre (P,,+1) et achéve la récurrence.

3. En combinant les encadrements issus des questions 1 et 2, on obtient I’encadrement suivant

1 1
gungf‘k

Vn € N, 5 T 3ot

W =

Pui li <1—|— = —1lth" d’ d t t li 1
uisque lim un < 5+ 5= -0 | = 3, le théoréme d’encadrement nous montre que lim u, = o

correction de 1’exercice 9
1. On proceéde par récurrence en posant (P,,) : u, > 0.
Initialisation n = 0 : Puisque ug > 0, il est évident que (Py) est vraie.
Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons que (Pp,41) est vraie, c’est-a-dire, supposons que u,, > 0 et montrons

que Up+1 > 0. Puisque u,, > 0, on est assuré de l'existence de — (donc de existence de u,+1) et de la stricte positivité
n

1
de —. La somme de deux réels strictement positifs est un réel strictement positif donc u,11 est strictement positif, ce

U,
qui démontre (P,,11) et achéve la récurrence.

1
Puisque Vn € N, up41 —u, = — > 0, on en déduit que la suite u est strictement croissante.
Un
2.VneN, u2>2n+u?: Onpose (P,):u2 >2n+ul
Initialisation n = 0 : 2 x 0 + u3 = u3 donc u > 2 x 0 + u3 (I’égalité impliquant I'inégalité au sens large), ce qui
montre (Py)
Hérédité : Supposons que (P,,) est vraie et montrons que (P,41) est vraie, c’est-a-dire, supposons que u2 > 2n + u3
et montrons que u?_; > 2(n + 1) + u.

2 1 ? 2 1 2 1 2 2
Upp1 = (Un+— ) =up+2+— > 2n+ug+2+ — 22n+2+u;=2(n+1)+up
Up, Uy, (Pn) Uu

2
n

>0

ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.
lim w, : L’inégalité précédente combinée au fait que u,, soit positive nous montre que

n—-4o00
VneN, wu,>1/2n+ud

et comme lim +/2n + ug = +00, le théoréme d’encadrement montre que lim wu, = +o0.

n—-+4oo n——+oo
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correction de 1’exercice 10
Etudions pour commencer la monotonie de ces deux suites

(o A "1 1 U 1
oo = -3 =) | - S
P = k! (n+1)! = k! (n+1)!
b b + ! ! + ! !
n - Un - 42 T, g —Qp — — = ap — ap, —
1 T i+ D) [(n+ 1) n X n! 1 (n+1)2xn! nxnl
B 1 n 1 o 1 i 1 1
o+ (n+1)2xnl axn! (n+1)xn! (n+1)2n nxnl
x4+l +n—(n+1)? -1
N nx (n+1)2 xn! S nx(n+1)2xnl
1
donc la suite a est croissante et la suite b est décroissante. Ensuite, il est immeédiat que 11111 (b —an) = liIE ol 0
n—+o0 n——+oo n n:

donc les suites a et b sont adjacentes donc elles convergent vers la méme limite.
Remarque : on peut montrer, par exemple en utilisant le calcul intégral, que la limite est le célébre nombre e.

correction de I’exercice 11
1. On proceéde par récurrence en posant (Py,) : 0 < u, < vp,.
Initialisation n = 0 : puisque ug = a et vo = b avec 0 < a < b, on en déduit que 0 < ug < vg done (Pp) est vraie.
Heérédité : Supposons que (P,,) est vraie et montrons que (P,11) est vraie, c’est-a-dire, supposons que 0 < u, < vy,
et montrons que 0 < Up41 < Upt1-
Pour commencer, puisque w, et v, sont strictement positifs, le réel u,; existe et est strictement positif (produit,
somme et quotient de strictement positif est strictement positif). Ensuite, on a
Up, + Un 2unvn (U'n + Un)2 - 4unvn u% - 2unvn + rU721 _ (un - Un)Q

Unt T U T T o, 2(upn + vp) 0 2up o) 2(un )

Par conséquent, la différence v, 11 — up41 est évidemment positive mais également non nul car les réels wu,, et v, sont
distincts (u, < v,) donc v,11 > Upt1, ce qui démontre (P,+1) et achéve la récurrence.

2. Les monotonies souhaitées découlent des calculs suivants

>0 >0
A /—/\—\
20U Un, 20Uy — U (Un +Vp)  UpU, — U2 U (Vp, — Un,)
Upgl — Up = ———— — Uy = = = >0
——
>0
Unp + Un Up — Un
’Un+17’0n = Tivn:7<o
Un — Un 3N . . 4 vz iz N :
3. Upg1 — Up41 < 5 : La premiére majoration découle de I’égalité obtenu a la question 1

(Un - Un)2 . (Un - un)2 . Up — Up > Up — Unp
2Up +v5)  2(Un +vn) 2 Uy, + U

Un41 — Up41 =

. L, . . L. . . . Up — Un . )
Puisque le numérateur v,, — u,, est clairement inférieur au dénominateur w,, + v,, le quotient ——— est inférieur (au
PN . I , . n Un
sens largea & 1 et comme il est positif, on en déduit que

Uy — U
Un—i—l - un+1 < 2 9 2
1\" 1\"
Uy — Up < <2> (vo — up) : Ensuite, on procede par récurrence en posant (Py,) : v, — Uy < <2> (vo — uo)
1\’ 1\°
Initialisation n = 0 : (2> (vo — up) = vg — up donc vg — ug < <2> (vo — wo) (Pégalité impliquant 'inégalité au

sens large) et (Py) est vraie.

1
Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,,+1), ¢’est-a-dire, supposons que v, — i, < (

n
2) (vo —up) et montrons

1

Up — U
que Vp41 — Untl < ( " et I'hypothése (P,) nous donne

n+1
2) (vo — up). En utilisant I'inégalité v, 11 — upt1 <

1 1/1\" "
Dt~ € L0~ ) < & () (00 — o) = (2) (00 — )
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ce qui démontre (P,,11) et achéve la récurrence.
lim (v, —uy,) : L’inégalité précédente combinée au fait que Vn € N, w,, < v, nous montre que

n—-+4oo

1 n
VneN, 0<uv,—u,< <2> (vo — up)

n

(vo — uo)] tend vers 0, ce qui permet d’appliquer
n

1 1
Puisque le réel 3 appartient & | — 1, 1], la suite géométrique [(2

le théoréme d’encadrement donc lim (v, — u,) =0

n—-+4oo

4. La suite u est croissante, la suite v est décroissante et lim (v, — u,) = 0 donc les suites u et v sont adjacentes, ce
n—-+4oo

qui impliquent qu’elles convergent vers la méme limite.

5. Un calcul direct nous donne

2U, U, Up, + Up
X

VneN, u,piv =
) n+1VYn+1 ’U,n+”Un 2

= UnUn
donc la suite (u,v,,) est constante et cette constante est égale & ugvg = ab, c’est-a-dire

VneN, wu,v, =ab

Si 'on note L la limite commune & u et v et en passant a la limite dans 1’égalité précédente, on en déduit que L? = ab
donc L = ++/ab. Puisque les suites u et v sont positives, on en déduit que la limite L est également positive donc

L = Vab.
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