PHEC1 Correction feuille d’exercices 3 2005-2006

correction de I’exercice 1
Il est immédiat que :

> k=12 422432+ 42+ 52
32 42 52 62 72 82

o~
[

5
12331 TR R T
2 2n+4 2$2X1+4 2$2X2+4 2$2X3+4 2$2x4+4 2x54+4
1 = (-1! —1)2 -1 —
Y () = () )P e+ (DT e Tt =

3

i (1 — 22 =2(1 — 223 +2(1 — 2?)* + 2(1 — 22)5

5+s+1_22+2+1+32+3+1+42+4+1+52+5+1+62+6+1+72+7+1+82+8+1
= 241 2241 3241 42 4+ 1 52 4+ 1 62+ 1 7241 8241

correction de ’exercice 2
: On constate que la seule expression variable est la base de la puissance (2,3,..,n) et quelle prend toutes les valeurs
entiéres entre 2 et n donc on a

5
20430 44 =) K

: On constate qu’il y a deux variations : celle du signe et celle de I'exposant. En se rapellant que a® = 1, on voit
que I'exposant prend toutes les valeurs entiéres entre 0 et n. D’autre part, la suite (—1)* est une suite qui permet aisément
d’alterner le signe puisque (—1)° =1, (=1)! = =1, (=1)2, ... donc on a

n n

l—a+a®>—a* 4+ +(=1)"a" = Z(—l)kak = Z(—a)k

k=0 k=0

: On constate qu'une seule expression est variable : 'exposant et le dénominateur. Il prend que les valeurs paires donc
les valeurs de la forme 2k. Puisque 2k =2 < k =1 et 2k = 2n < k = n, on obtient que

" a?
:27

k=1

a2 a4 a6 2n
_|_ .

PR

@ : On constate qu’il y a deux expressions variables : I’exposant et de dénominateur. Puisque 2° = 1, on voit que ’exposant
2k
k+1

prend toutes les valeurs entre 0 et 2005 et que le dénominateur est égal a I'exposant auquel on ajoute 1. L’expression

est un bon candidat et ’on vérifie aisément que

20 1 21 2 22 22 22005 22005
0+1 17 1+1 2° 241 3’772005+1 2006
donc on a la formule
1 92 22 23 22005 2005 2k
[ R T SR Ty

Remarque : On aurait également pu choisir comme variable le dénominateur. Celui ci varie parmi tous les entiers compris
entre 1 et 2006, l’exposant étant égal au dénominateur auquel on retranche 1 et l’on constate aisément que

1 2 92 93 92005 2006 ok—1
Tt et T T 5005 T 2

On verra ensuite que les deux formules sont équivalentes par changement de variable.

: On constate qu’il y a trois expressions variables : le signe, le numérateur et le dénominateur.
En outre, le numérateur prend toutes les valeurs entiéres entre 1 et n et le dénominateur étant toujours égal au numérateur

k
auquel on a ajouté 1, on est tenté de considérer I’expression (fl)km. Lorsque k =1,
k 1 1
) = (- — ==
(=1) E+1 (=1) 1+1 2

donc on n’a pas le bon signe. Il suffit de faire une petite modification en considérant (—1)k+1m. Dans ce cas, lorsque
k=1,ona

C—l)k+144£Lf

k+1

1 1
— _1 1+1_ - —
(=1) 1+1 2
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lorsque k = 2, on a

k 2 2
1)k+1 — (—1)2*! __*?
(=1) k+1 (=1) 2+1 3
et lorsque k =n, on a
k n
1k+1 _ 1n+1
(=1) k+1 (=1) n+1

Clairement, la formule est alors

1 2 3 4 [y n [y
2 3+4 5+ + (=1 n+1_Z k+1

Remarque : on aurait pu considérer également que la variable k est le dénominateur. Il prend ses valeurs parmi les entiers
compris entre 2 et n+ 1 et l'on a la formule

1
1 2 3 4 1T s kk:—l
; 3ti st ot n+1_Z

On verra ensuite que les deuz formules sont équivalentes par changement de variable.
: Il suffit simplement de remarquer que

In(1x2x3x -+ xn)=In(l) +mn(2) + - +In(n) = > _In(k)

correction de 1’exercice 3
: Par linéarité du symbole de sommation, on a

An:2<§n:k> +§:1:2><M—i—(n—O—kl):n(n+1)+(n+1):(n+1)[n+l}:(n+1)2

: Par linéarité du symbole de sommation, on a

n+1 n+1 n+1
(n+1)[(n+1)+1]2(n+1)+1] (n+D[n+1)+1]
B, = 6Y K°+4) k+)» 1=6 +4 +(n+1-0+1)x1
= (n+1)(n+2)(2n+3)+2(n+1)(n+2)+(n+2):(n+2)[(n+1)(2n+3)+2(n+1)+1]

= n+2)[(n+1)2n+3)+2n+3]=n+2)2n+3)[(n+1)+1] = (n +2)*(2n + 3)

:

2004
C= > 3=3x(2004—945+1) = 3180
p=945

: En développant le produit sous la symbole de sommation et en utilisant la linéarité de celui-ci, on a

2n 2n 2n
Dn = > k(2k-1)(k+1) Z2k3+k2 =2 K+ k- Zk—QZk?’Jerz Zk 0? =0 =0)
k=1 k=1 k=1 k=1
_ [(2n)(22n+1)] N (2n)(2n+16)(2(2n)+1) - (2n)(22n+1)
n n n 712 n —
= (2n)(2n+1) {(2 )(22 ) + A 6+1 - ;] =(2n)(2n +1) (2712 + gn - ;) =(2n)(2n+1) (“351>

: Ce n’est pas en I’état une somme de suite géométrique (I’exposant doit croitre d’une unité seulement entre deux termes
consécutifs, a™ + a"*1 + ---). On doit donc transformer cette écriture en utilisant les régles de calcul sur les puissances

B — i22k _ i(22)k I (22)n ! — (22t = 92t2
" 2241 1-2
k=0 k=0
:
- 3 T e
F,=1-34+32-3"+... "3 = 1)F3k = —3)F = =
* + kzzo kZ=O( ) -3#21 1 —(-3) 4
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: La somme C,, est bien une somme de termes géométriques de raison 3. En factorisant par le premier terme, on a

2 3 4 2 2 2 132t o 3" -1 1
Gn = 2x342x3°+2x3% - 42x3" =237 [14+3 4+ 3 +--- + 3" 7] o 2.3 X—g g = 23X ——F— = 9(3"1-1)
: Pour la somme D,,, on procéde comme pour la somme C,,
H, = —8xT+8xT7T —8xT + - 48x7% _8x 7200 = _8x7?[1-7+7>4... — 72003 _72004]
2 — (=700 o 1= (=7 2 2005 2005 2005
= —-8x7 Xl——(—7) (=7#1)=-8x7 XT:—'? x (1+7°%) ((=7) = —7%)

n+1
(@) e
3 10 ~ gt 10 1 10 1
I, = - - = ax— (1 )= (1
2 7ge =3 100 32(10) 0w I Xy g < 10n+1) 3 < 10n+1>

a=0 a=0 1 - — -
10 10

2n 2n 1— 42n+1 42n+1 —1

anz3x4i+1223x4x4i:3x424i12§13x4xﬁ:3x4xf:4(42n+171)

j=0 j=0 j=0 1-—

2n+1
L5x2 52 5~ [2Y 5 <3) 5 3 2\"* 2\ "
Kn: —_— = - — = = = = 5 =3 I =51-13
3 23]-‘:-1 23X3J 3Z(S> 2/37'513>< 2 371 (3> <3>
3

~
=z

N+1 N+1 N+1 1_9(N+1)+1 3

L _ 32i+1: 32i 3:3 92 — 3 — 9N+2_1
N ; ;( )' X ; 9£1 ~ 1-9 8( )
(0 ):
n 1 p 1 2 1 3 1 n 1 2 1 1 n—2
=30 (5) =) () e () =) e () (B)

n+1 2k n+1 n+1 n+1 1 2 3 2 4 2 n+1
- Sge S mmsrrrn () ~5|(3) () ()
k=3
1 9 (n—2)+1
B A N P A R A R I < 0 LV P o PR )
32 3 3 3 _35kz0 3/) 27324135 1_2 T 3

:

N N
On = Y (5x2"+2x3) —522”+223Q =5[2+221 4 +2Y] 4232+ (312 +- - + (31)V]
n=1 n=1 n=1
_ 9(N-1)+1 _ (22\(N=1)+1
= 5><2[1+2+~--+2N—1]+2><32[1+(32)+---+(32)N—1]:10x%+18x%
N+1
= 102" - 1]+§[9 —1]:10[2N—1]+§[9N—1]:10><2N+9Tf%
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S ><3" 23 x 3
Py $ gl 7—ZQ><3 _GZ< ) _GZGn_ [6° 4+ 6% 1 - + 6%]
n=3 n=3 n=3
_ @(2k=3)+1 4
= 6x63[1+6+...+62k73]:64X16?:%[62k7271]

correction de 1’exercice 4
Comme nous l'indique I’énoncé, on effectue une vérification rapide

1 1 (k+l)—k 1

E o k+1 — k(k+1)  k(k+1)
1 2 1 (k+2)(k+1)—2k(k+2)+ k(k+1)  (k*+3k+2) — (2k* + 4k) + (k* + k)
E okl kht2 RE+ Dk 12) - R+ Dk +2)

B 1 11 2 1
T READ(EL2)  RE+FDEL2) _2<k_k+l+k+2>

n n

~_ 1 5 [1 1}_21 ZL _ 1
LRV < D S L e T~ S e e s

n+1 n

3
T
AN

| =

1
k
=1

“w\)—‘

>
U

2

Les indices communs & ces deux sommes forment 1’ensemble {2, ..,n} et, pour n > 2, la relation de Chasles nous donne
n n

Swrn= (i3] | (%8) o

k=2 k=2

1
n+1

2 "1 2 1 | "1 1
D ——— e — | = 7_2 -
KE+ (k1 2) Z[k k+1+k+2] PP Dy

M- 10

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n+1 n+2 n n+1 n+2

1 1 1 1 1 1

= 2% = S (G=k+1, p=k+2)=) --2> = -

PR DR > , U=k+l p=k+2) A st 2
k=1 Jj=2 p=3 k=1 k=2 k=3

Les indices communs aux trois sommes forment ’ensemble {3,..,n} et, pour n > 3, la relation de Chasles nous donne

n n

1 1 1 1 1 "1 1 "1 1 1
2};k(k+1)(k+2) B R — k —2 2+<kz_3k>+n+1 +[<kz_3k>+n+1+n+2
= 1+1—1— 2 + ! + ! =1—L+ !

2 n—+1 n+1 n -+ 2 2 n+l n+2
2 1 1 1
k;kkﬂ Yk+2) 4 24D 2m+2)

correction de l’exercice 5
Nous allons déterminer les trois réels a, b, ¢ par identification

a b ¢ ak(k+1)+bk—1)(k+1)+ck—1)k Kk (a+b+c)+k(a—c)—b

ST k= Dk(k+ 1) - B2 — 1)
k—5 a b
R 1) R 1+l<:+k:+1 5 (a+b+c)+k(a—c)
at+b+c=0 at+c=-5 20 =—-4 Ly« L+ Lo a=—2
= a—c=1 = a—c=1 <& —2c=6 Lo+ Ls—11 && c=-3
—b=-5 b=5 b=5 b=5

www.mathematiques.fr.st 4 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

PHEC1 Correction feuille d’exercices 3 2005-2006

Nous pouvons alors calculer la somme demandée

LI - - 2 5 3 1 1 1
D riE=D Z[ tE k+1]__2k_2k:—1+5z_:k_32_:k+1

k=2 k=2 k=2 k=2
n+1 n711 n 1 n+11
= —22 +5Z*—3Z (i=k—1, j=k+1)=—2ZE+5 E_?’ZE
k=1 k=2 k=3

Les indices communs aux trois sommes forment ensemble {3,..,n — 1} et, pour n > 3, la relation de Chasles nous donne

n b— 1 77,711 1 n711 1 1
2 - 2+<Zk>+n 3[<Zk>+n+n+1

k=2 = k=3

I
\
[\

3 5 5 3 3 1 2 3

2 2 n n n+1 2+n n+1

|

|
\)
X

\
_|_

\
_|_

\

I

[

I

|

|

\

correction de ’exercice 6
Pour la somme de gauche, nous allons distribuer la multiplication, ensuite utiliser la linéaire du symbole somme, puis utiliser
un changement de variable j = k + 1.

n—1 n—1 n—1 n—1
Zkz(ak—akH) = Zkak;_kak;+1 = Zkak - ZkakH Zkak—z j—1la; (=k+1)
k=0 = = = 7j=1
n—1 n—1 n n
= Zkak—z —lak—Zkak—<Zkak—Zak>:Zkak—Zkak+Zak
k=1 k=0 k=1 k=1

Les indices communs aux trois sommes forment ensemble {1,..,n — 1} et la relation de Chasles nous donne
n—1 n—1 n—1 n n
Z k(ag — ag+1) = (0 X ag + Z kak.> — ([Z kap | + nan> + Zak = —na, + Zak
k=0 k=1 k=1 k=1 k=1

correction de I’exercice 7

Onpose Zk—m

0

0(0+1
Initialisation n =0 : Z k=0et % = 0 donc (Py) est vraie.
o Ttes . s s n(n+1)
Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,,11), ¢’est-a-dire supposons que Z k= s et montrons que
k=0
”ik_ (n+D(n+1+1)  (n+1)(n+2)
N 2 B 2
k=0
En utilisant la relation de Chasles, on a
n+1
n(n+1) n n+ 2 (n+1(n+2)
k=S "k ) = Mty 1) =(n+1 [f 1} = (n+1 =
Z lz + [n+ &3 +t+1)=(n+1) |5+ (n+){ 5 } 5

ce qui démontre (Pn+1) et achéve la récurrence.

On pose ( Z k2 = nn+ 16(2n +1)

0
Initialisation n = 0 : Z E2=02=0cet
k=0

000+ 1)(2x0+1)
6

= 0 donc (Py) est vraie.

nn+1)2n+1)

Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (Pp41), ¢’est-a-dire supposons que Z k2 = et montrons

6
k=0
que
S, D[+ DR+ +1) (4 D)(n+2)(2n +3)
Zk 6 B 6
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En utilisant la relation de Chasles, on a

n+1
SR = leQ +n+1] (P:)n(n+1)6(2n+1)+(n+1)2:(n+1){W—F(n—kl)
k=0 "

= (n+1)[ (2n+1)+6(n+1)} =(n+1) {W}

6 6

Pour obtenir le résultat attendu, il suffit de vérifier Pégalité (n + 2)(2n + 3) = 2n2 + 7n + 6. Je laisse le soin au lecteur de
développer le membre de gauche. On a donc

n+1
2 (n+2)2n+3)]  (n+1)(n+2)(2n 4+ 3)
Y K =(n+1) [ . ] = :

ce qui démontre (Pn+1) et acheve la recurrence.

On pose ( st [n“)}

0 2

1

Initialisation n = 0 : E E2=03=0et {0(02—’_)} = 0 donc (Py) est vraie.
k=0

e v]

Heéreédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,,+1), c’est-a-dire supposons que Z k3 = 5 ] et montrons que

k=0

”ik?,: {[n—kl]([n—&-l}—&-l)r: [(n+1)2(n+2)r

En utilisant la relation de Chasles, on a

n+1

S = [Le]

= (n+1)2{

2(n+2)% _ {(n—i— 1)(n+2)}2

n +4in+1)] !

ce qui démontre (P,41) et acheve la récurrence.
1 _ n+1

Soitq;«él. On pose (P, Zq 1—q

0

1-— 1-—
Initialisation n =0 : qu =q¢"=1et 1 Eq =1 _Z =1 donc (Py) est vraie.
1— qn+1
Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,,11), c’est-a-dire supposons que Z q* = B et montrons que
—q
k=0
n+1 . 1— q(71+1)+1 1— qn+2
Z R T
k=0
En utilisant la relation de Chasles, on a
+
"2: Zq L] = 1—g¢"* Lt = 1—¢"" + (1 —q)g"™"  1—g"" 4" —g""2  1-—g""
P <7>n> l—q l—gq l—q l—gq

ce qui démontre (P,4+1) et achéve la récurrence.
n

On pose ( Z (2k+1 n+1)2

k=0

0
Initialisation n =0 : Z 2k+1)=2x0+1=1et (0+1)> =12 =1 donc (Py) est vraie.
k=0

n
Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,1), c’est-a-dire supposons que Z(Qk +1) = (n+ 1) et montrons que
k=0
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n+1

D @k+1)=(n+1]+1)% = (n+2)>%

k=0
n+1 n
S @k+1) =) 2k+1)| +[2(n+1)+1] z)(n+1)2+2n+3:n2+2n+1+2n+3:n2+4n+4:(n+2)2
k=0 k=0 "

ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.
n

1 n
f . O n) - =
n pose (P ) — k'(k' 4 1) n _|_ 1
- 1 11 1
Initialisation n =1 : 221 i k T 1040 =3 et 71 2 donc (Pp) est vraie.

n
Hérédité : Supposons (P,) vraie et montrons (P,11), c’est-a-dire supposons que Z B
k=1

1 _n
(k+1) n+1

et montrons que

n+1

Z 1 _ n4+1] n+1l
“h(k+1)  [n+1+1 n+2

En utilisant la relation de Chasles, on a

ZkkJrl - [Zok k+1)

- {(”Jrl)l(nﬂLQ)} () nil * (n+1)1(n+2)
nn Tl2 n
1 [n+ 1 } 1 {(+2)+1]_ 1 [ +2 +1]

n+1 n+2| n+1 n+2 n+1 n+2
I [(n+1)?] n+1
T on+1 n-4+ 2 T 42

ce qui démontre (Pn—i-l) et acheve la récurrence.

Onpose ) Ek2k1—n2"+1—|—1

0+1
Initialisation n = 0 : Z k.2k-1 = Z E2F11 x 207l =1et 0 x 297 +1 =1 donc Y k2871 =0 x 291 4 1 donc (Pp)
k=1 k=1

k=1
est vraie. B
Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,41), c’est-a-dire supposons que > k.28~1 = n.2"*! 4 1 et montrons que
k=1
(n+1)+1 n+2
Z k2P = (n+ 1200 4 1o Y k2P = (4 1)27 41
k=1
n+2 n+1
d k2 = [Z kx 281 4 (n +2)200 21 5 (2"t 1]+ (n+2)2" T =2" [t n+ 2] +1=2"T"2n + 2] +1
k=1 k=1 "

= 2" o(n+ 1) +1=2"(n4+1)+1

ce qui démontre (P,41) et acheve la récurrence.

On fixe un réel a positif. On pose (P,) : (1+a)” > 1+ na

Initialisation n = 0: (1+a)® =1 et 1+ 0 x a = 1 ce qui entraine I'inégalité (1 4+ a)® > 1+ 0 x a (I'égalité impliquant
I'inégalité au sens large !!) donc (Py) est vraie.

Hérédité : Supposons (P,) vraie et montrons (P,+1), c’est-a-dire supposons que (1 + a)™ > 1 4+ na et montrons que

14+a)" ™ >14+ (n+1a
Pour commencer, rappelons que ’on suppose n > 2.

1+a)" "' =10+a)1+a)" > (1+a)l4+na)=1+a+na+na®>=1+n+1Da+ a*> >1+(n+1a
P ~

n

ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.

On pose (P,,) :n! > 2 x 32
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Initialisation n = 2 : 2! =2 et 2 x 3272 = 2 x 1 = 2 donc 2! > 2 x 3272 (I'égalité impliquant I'inégalité au sens large !!)
donc (Ps) est vraie.

Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,,11), c’est-a-dire supposons que n! > 2 x 3"~2 et montrons que (n+1)! >
2 x 3(nt1)=2 — 9 % 371 Pour commencer, rappelons que 'on suppose n > 2.

n+DI=m+1)xn! > (n+1)x2x3"2% > 24+1)x2x3"2=3x2x3"2=2x3""1
(Pn) nz2

ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.

. 3" 1
On pose (P,,) : porl < ST

3% 81 1 5

Initialisation n = 5 : Pour commencer, on a TS0 et »7T =52 = 22 = 4. donc &=l < =7 donc (Ps) est vraie.

’ 3n ’ 3n+1
Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,41), ¢’est-a-dire supposons que — < o7 et montrons que CE <

n! n !
1 1
S =7 — gn6" Pour commencer, rappelons que I'on suppose n > 5.
3”+173”X3 s L3 ot 3 1 1 11
(n+1)! nl " n+l ey 27T T n+l 25207 541 20T T 2 2n=THL o 9n6

ce qui démontre (P,4+1) et achéve la récurrence.
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