
PHEC1 Correction feuille d�exercices 29 2004-2005

correction de l�exercice 1
1.

X =

0@ab
c

1A 2 A, �
2a� 5b+ c = 0
b+ c = 0

,
�

b = �c
a = �3c , X =

0@�3c�c
c

1A = c

0@�3�1
1

1A
Par conséquent, le vecteur

0@�3�1
1

1A engendre A et ce vecteur étant non nul, il forme une base de A:

2.

X =

0BB@
�
�


�

1CCA 2 B ,
8<: �+ 
 � 2� = 0

�+ � + � = 0
2�� � + 3
 = 0

,

8<: �+ 
 � 2� = 0
� � 
 + 3� = 0
�� + 
 + 4� = 0

Pivot pour �
L2  L2 � L1
L3  L3 � 2L1

,

8<: �+ 
 � 2� = 0
� � 
 + 3� = 0

7� = 0
Pivot pour �
L3  L3 + L2

,

8<: � = 0
� = 

� = �


, X =

0BB@
�





0

1CCA = 


0BB@
�1
1
1
0

1CCA

Par conséquent, le vecteur

0BB@
�1
1
1
0

1CCA engendre B et ce vecteur étant non nul, il forme une base de B:

3.

X =

0BB@
a
b
c
d

1CCA 2 C ,
8<: 2a� 3b+ c+ 2d = 0
a� 2b� 3c� 4d = 0
a+ b+ c+ d = 0

,

8<: 2a� 3b+ c+ 2d = 0
�b� 7c� 10d = 0

5b+ c = 0

Pivot pour a
L2  2L2 � L1
L3  2L3 � L1

,

8<: 2a� 3b+ c+ 2d = 0
�b� 7c� 10d = 0
�34c� 50d = 0

Pivot pour b
L3  L3 + 5L2

,

8>>>>>>><>>>>>>>:

c = �25
17
d

b =
5

17
d

a =
3

17
d

, X =
d

17

0BB@
3
5
�25
17

1CCA

Par conséquent, le vecteur

0BB@
3
5
�25
17

1CCA engendre C et ce vecteur étant non nul, il forme une base de C:

4.

X =

0@ab
c

1A 2 D ,
8<: 4a� 2b+ c = 0
�2a+ 4b+ c = 0
a+ b+ c = 0

,

8<: 4a� 2b+ c = 0
6b+ 3c = 0
6b+ 3c = 0

Pivot pour a
L2  2L2 + L1
L3  4L3 � L1

,

8<: 4a� 2b+ c = 0
6b+ 3c = 0

0 = 0
Pivot pour b
L3  L3 � L2

,

8>><>>:
a = �1

2
c

b = �1
2
c
, X =

0BBBB@
� c
2

� c
2

c

1CCCCA = �1
2
c

0@ 1
1
�2

1A

Par conséquent, le vecteur

0@ 1
1
�2

1A engendre D et ce vecteur étant non nul, il forme une base de D:

5.

X =

0@ab
c

1A 2 D ,
0@2 �3 3
0 �2 4
0 �4 6

1A0@ab
c

1A = 2

0@ab
c

1A,
8<: 2a� 3b+ 3c = 2a

�2b+ 4c = 2b
�4b+ 6c = 2c

,

8<: �3b+ 3c = 0
�4b+ 4c = 0
�4b+ 4c = 0

,

8<: �3b+ 3c = 0
0 = 0
0 = 0

Pivot pour a
L2  3L2 � 4L1
L3  3L3 � 4L1

, b = c, X =

0@ac
c

1A = a

0@10
0

1A+ c
0@01
1

1A
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Par conséquent, la famille

0@10
0

1A ;
0@01
1

1A est une famille génératrice de E: En outre, elle est libre car

a

0@10
0

1A+ b
0@01
1

1A =

0@00
0

1A,
8<: a = 0
b = 0
b = 0

, a = b = 0

donc c�est une base de E:

6.

X =

0@ab
c

1A 2 D ,
0@1 2 3
3 1 2
2 3 1

1A0@ab
c

1A = 6

0@ab
c

1A,
8<: a+ 2b+ 3c = 6a
3a+ b+ 2c = 6b
2a+ 3b+ c = 6c

,

8<: �5a+ 2b+ 3c = 0
3a� 5b+ 2c = 0
2a+ 3b� 5c = 0

,

8<: �5a+ 2b+ 3c = 0
�19b+ 19c = 0
19b� 19c = 0

Pivot pour a
L2  5L2 + 3L1
L3  5L3 + 2L1

,

8<: �5a+ 2b+ 3c = 0
�19b+ 19c = 0

0 = 0
Pivot pour b
L3  L3 � L2

,
�
b = c
a = c

, X =

0@cc
c

1A = c

0@11
1

1A
Par conséquent, le vecteur

0@11
1

1A engendre D et ce vecteur étant non nul, il forme une base de D:

correction de l�exercice 2
1. En choisissant A =

�
0 1
1 0

�
, on a 8X 2M2;1(R); f(X) = AX donc l�application f est linéaire.

ker(f) :

X =

�
x
y

�
2 ker(f), f(X) = 02;1 ,

�
y = 0
x = 0

, X = 02;1 ) ker(f) = f02;1g

Im(f) : Soit Y 2 F =M2;1(R): Le vecteur Y =
�
�
�

�
appartient à Im(f) ssi il existe un vecteur X =

�
x
y

�
2M2;1(R)

tel que Y = f(X) (donc �; � sont donnés et l�on cherche l�existence de x; y)

Y = f(X),
�
� = y
� = x

,
�
x = �
y = �

Par conséquent, le système Y = f(X) admet au moins une solution (une en fait) sans aucune condition sur Y donc
tout vecteur Y de F =M2;1(R) admet au moins un antécédent par f , ce qui signi�e que

Im(f) =M2;1(R):

2. En choisissant A =
�
2 �1 1
1 1 1

�
; on a 8X 2 E =M3;1(R); f(X) = AX donc l�application f est linéaire.

ker(f) :

X =

0@xy
z

1A 2 ker(f), f(X) = 02;1 ,
�
2x� y + z = 0
x+ y + z = 0

,
�
2x� y + z = 0
3y + z = 0

Pivot pour x
L2  2L2 � L1

,

8>><>>:
y = �1

3
z

x = �2
3
z

, X =

0BB@
�2
3
z

�1
3
z

z

1CCA =
z

3

0@�2�1
3

1A, X 2 Vect

0@�2�1
3

1A) ker(f) = Vect

0@�2�1
3

1A

Im(f) : Soit Y 2 F =M2;1(R): Le vecteur Y =
�
�
�

�
appartient à Im(f) ssi il existe un vecteur X =

0@xy
z

1A 2M3;1(R)

tel que Y = f(X) (donc �; � sont donnés et l�on cherche l�existence de x; y; z)

Y = f(X),
�
2x� y + z = �
x+ y + z = �

,
�
2x� y + z = �
3y + z = 2� � �

Pivot pour x
L2  2L2 � L1
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Par conséquent, le système Y = f(X) admet au moins une solution (une in�nité en fait) sans aucune condition sur Y
donc tout vecteur Y de F =M2;1(R) admet au moins un antécédent par f , ce qui signi�e que

Im(f) =M2;1(R)

3. En choisissant A =

0BB@
1 �2
2 1
1 �1
0 1

1CCA ; on a 8X 2 E =M2;1(R); f(X) = AX donc l�application f est linéaire.

ker(f) :

X =

�
a
b

�
2 ker(f), f(X) = 02;1 ,

8>><>>:
a� 2b = 0
2a+ b = 0
a� b = 0
b = 0

, a = b = 0, X = 02;1 ) ker(f) = f02;1g

Im(f) : Soit Y 2 F =M4;1(R): Le vecteur Y =

0BB@
�
�


�

1CCA appartient à Im(f) ssi il existe un vecteur X =

�
a
b

�
2M2;1(R)

tel que Y = f(X) (donc �; �; 
; � sont donnés et l�on cherche l�existence de a; b)

Y = f(X),

8>><>>:
a� 2b = �
2a+ b = �
a� b = 

b = �

,

8>><>>:
a� 2b = �
4b = 2� � �
b = 
 � �
b = �

Pivot pour a
L2  2L2 � L1
L3  L3 � L1

,

8>><>>:
a� 2b = �
4b = ��+ 2�
0 = �3�� 2� + 4

0 = �� 2� + 4�

Pivot pour b
L3  4L3 � L2
L4  4L4 � L2

Par conséquent, le système Y = f(X) admet au moins une solution (une in�nité en fait) si et seulement le vecteur

Y =

0BB@
�
�


�

1CCA véri�e les conditions

�
�3�� 2� + 4
 = 0
�� 2� + 4� = 0

,
�
�3�� 2� + 4
 = 0
�8� + 4
 + 12� = 0

Pivot pour �
L2  3L2 + L1

,
�
�3�� 2� + 4
 = 0
�2� + 
 + 3� = 0

,

8><>:
� =

1

2

 +

3

2
�

� = 
 � �
, Y =

0BBBBB@

 � �
1

2

 +

3

2
�



�

1CCCCCA = 


0BBBB@
1
1

2

1
0

1CCCCA+ �
0BBBB@
�1
3

2

0
1

1CCCCA, Y 2 Vect

266664
0BBBB@
1
1

2

1
0

1CCCCA ;
0BBBB@
�1
3

2

0
1

1CCCCA
377775

Je laisse au lecteur le soin de véri�er que ces deux vecteurs forment une famille libre deM4;1(R) donc ces deux vecteurs
forment une base de Im(f)

Im(f) = Vect

266664
0BBBB@
1
1

2

1
0

1CCCCA ;
0BBBB@
�1
3

2

0
1

1CCCCA
377775

4. En choisissant A =

0@5 0 �6
3 1 3
3 0 4

1A ; on a 8X 2 E =M3;1(R); f(X) = AX donc l�application f est linéaire.

ker(f) :

X =

0@xy
z

1A 2 ker(f), f(X) = 02;1 ,

8<: 5x� 6z = 0
3x+ y + 3z = 0
3x+ 4z = 0

,

8<: 5x� 6z = 0
5y + 33z = 0
38z = 0

Pivot pour x
L2  5L2 � 3L1
L3  5L3 � 3L1

,

8<: z = 0
y = 0
x = 0

, X = 03;1 ) ker(f) = f03;1g
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Im(f) : Soit Y 2 F =M3;1(R): Le vecteur Y =

0@��



1A appartient à Im(f) ssi il existe un vecteur X =

0@xy
z

1A 2M3;1(R)

tel que Y = f(X) (donc �; �; 
 sont donnés et l�on cherche l�existence de x; y; z)

Y = f(X),

8<: 5x� 6z = �
3x+ y + 3z = �
3x+ 4z = 


,

8<: 5x� 6z = �
5y + 33z = �3�+ 5�
38z = �3�+ 5


Pivot pour x
L2  5L2 � 3L1
L3  5L3 � 3L1

Par conséquent, le système Y = f(X) admet au moins une solution (une seule en fait) sans aucune condition sur Y
donc tout vecteur Y de F =M3;1(R) admet au moins un antécédent par f , ce qui signi�e que

Im(f) =M3;1(R)

5. En choisissant A =

0@1 1 �1 1
2 0 1 2
1 �1 2 1

1A ; on a 8X 2 E =M4;1(R); f(X) = AX donc l�application f est linéaire.

ker(f) :

X =

0BB@
a
b
c
d

1CCA 2 ker(f), f(X) = 03;1 ,

8<: a+ b� c+ d = 0
2a+ c+ 2d = 0
a� b+ 2c+ d = 0

,

8<: a+ b� c+ d = 0
�2b+ 3c = 0
�2b+ 3c = 0

Pivot pour a
L2  L2 � 2L1
L3  L3 � L1

,

8<: a+ b� c+ d = 0
�2b+ 3c = 0

0 = 0
Pivot pour b
L3  L3 � L2

,

8>><>>:
b =

3

2
c

a = �1
2
c� d

, X =

0BBBBBB@
�1
2
c� d

3

2
c

c
d

1CCCCCCA = c

0BBBBBB@
�1
2
3

2

1
0

1CCCCCCA+ d
0BB@
�1
0
0
1

1CCA

, X 2 Vect

26666664

0BBBBBB@
�1
2
3

2

1
0

1CCCCCCA ;
0BB@
�1
0
0
1

1CCA
37777775) ker(f) = Vect

26666664

0BBBBBB@
�1
2
3

2

1
0

1CCCCCCA ;
0BB@
�1
0
0
1

1CCA
37777775

Je laisse le lecteur véri�er que ces deux vecteurs forment une famille donc il s�agit d�une base de ker(f)

Im(f) : Soit Y 2 F =M3;1(R): Le vecteur Y =

0@��



1A appartient à Im(f) ssi il existe un vecteur X =

0BB@
a
b
c
d

1CCA 2M4;1(R)

tel que Y = f(X) (donc �; �; 
 sont donnés et l�on cherche l�existence de a; b; c; d)

Y = f(X),

8<: a+ b� c+ d = �
2a+ c+ 2d = �
a� b+ 2c+ d = 


,

8<: a+ b� c+ d = �
�2b+ 3c = �2�+ �
�2b+ 3c = ��+ 


Pivot pour a
L2  L2 � 2L1
L3  L3 � L1

,

8<: a+ b� c+ d = 0
�2b+ 3c = �2�+ �

0 = �� � + 

Pivot pour b
L3  L3 � L2

Par conséquent, le système Y = f(X) admet au moins une solution (une in�nité en fait) si et seulement le vecteur

Y =

0@��



1A véri�e les conditions

�� � + 
 = 0, � = � � 
 , Y =

0@� � 
�



1A = �

0@11
0

1A+ 

0@�10
1

1A, Y 2 Vect

240@11
0

1A ;
0@�10
1

1A35
Je laisse au lecteur le soin de véri�er que ces deux vecteurs forment une famille libre deM3;1(R) donc ces deux vecteurs
forment une base de Im(f)

Im(f) = Vect

240@11
0

1A ;
0@�10
1

1A35
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6. On commence par réordonner les variables f :

0BB@
x
y
z
t

1CCA 7!
0BB@
2x+ y + z + t
2y + 2z + 3t
2z + 3t
2t

1CCA
En choisissant A =

0BB@
2 1 1 1
0 2 2 3
0 0 2 3
0 0 0 2

1CCA ; on a 8X 2 E =M4;1(R); f(X) = AX donc l�application f est linéaire.

ker(f) :

X =

0BB@
x
y
z
t

1CCA 2 ker(f), f(X) = 03;1 ,

8>><>>:
2x+ y + z + t = 0
2y + 2z + 3t = 0
2z + 3t = 0
2t = 0

,

8>><>>:
t = 0
z = 0
y = 0
x = 0

, X = 04;1 ) ker(f) = f04;1g

Im(f) : Soit Y 2 F =M4;1(R): Le vecteur Y =

0BB@
�
�


�

1CCA appartient à Im(f) ssi il existe un vecteur X =

0BB@
a
b
c
d

1CCA 2M4;1(R)

tel que Y = f(X) (donc �; �; 
; � sont donnés et l�on cherche l�existence de a; b; c; d)

Y = f(X),

8>><>>:
2x+ y + z + t = �
2y + 2z + 3t = �
2z + 3t = 

2t = �

Par conséquent, le système Y = f(X) admet au moins une solution (une seule en fait) sans aucune condition sur Y
donc tout vecteur Y de F =M4;1(R) admet au moins un antécédent par f , ce qui signi�e que

Im(f) =M4;1(R)

7. En choisissant A =

0BB@
1 2 3
3 1 2
2 3 1
1 1 1

1CCA on a 8X 2 E =M3;1(R); f(X) = AX donc l�application f est linéaire.

ker(f) :

X =

0@ab
c

1A 2 ker(f), f(X) = 04;1 ,

8>><>>:
a+ 2b+ 3c = 0
3a+ b+ 2c = 0
2a+ 3b+ c = 0
a+ b+ c = 0

,

8>><>>:
a+ 2b+ 3c = 0
�5b� 7c = 0
�b� 5c = 0
�b� 2c = 0

Pivot pour a
L2  L2 � 3L1
L3  L3 � 2L1
L4  L4 � L1

,

8>><>>:
a+ 2b+ 3c = 0
�5b� 7c = 0
�18c = 0
�3c = 0

Pivot pour b
L3  5L3 � L2
L4  5L4 � L2

,

8<: c = 0
b = 0
a = 0

, X = 03;1 ) ker(f) = f03;1g

Im(f) : Soit Y 2 F =M4;1(R): Le vecteur Y =

0BB@
�
�


�

1CCA appartient à Im(f) ssi il existe un vecteur X =

0@ab
c

1A 2M3;1(R)

tel que Y = f(X) (donc �; �; 
; � sont donnés et l�on cherche l�existence de a; b; c)

Y = f(X),

8>><>>:
a+ 2b+ 3c = �
3a+ b+ 2c = �
2a+ 3b+ c = 

a+ b+ c = �

,

8>><>>:
a+ 2b+ 3c = �
�5b� 7c = �3�+ �
�b� 5c = �2�+ 

�b� 2c = ��+ �

Pivot pour a
L2  L2 � 3L1
L3  L3 � 2L1
L4  L4 � L1

,

8>><>>:
a+ 2b+ 3c = �
�5b� 7c = �3�+ �
�18c = �7�� � + 5

�3c = �2�� � + 5�

Pivot pour b
L3  5L3 � L2
L4  5L4 � L2

,

8>><>>:
a+ 2b+ 3c = �
�5b� 7c = �3�+ �
�18c = �7�� � + 5

0 = �5�� 5� � 5
 + 30

Pivot pour c
L4  6L4 � L3
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Par conséquent, le système Y = f(X) admet au moins une solution (une in�nité en fait) si et seulement le vecteur

Y =

0BB@
�
�


�

1CCA véri�e les conditions

�5�� 5� � 5
 + 30� = 0 ,
�(�5)

�+ � + 
 � 6� = 0, � = �� � 
 + 6�

, Y =

0BB@
�� � 
 + 6�

�


�

1CCA = �

0BB@
�1
1
0
0

1CCA+ 

0BB@
�1
0
1
0

1CCA+ �
0BB@
6
0
0
1

1CCA, Y 2 Vect

2664
0BB@
�1
1
0
0

1CCA ;
0BB@
�1
0
1
0

1CCA ;
0BB@
6
0
0
1

1CCA
3775

Je laisse au lecteur le soin de véri�er que ces trois vecteurs forment une famille libre deM4;1(R) donc ces trois vecteurs
forment une base de Im(f)

Im(f) = Vect

2664
0BB@
�1
1
0
0

1CCA ;
0BB@
�1
0
1
0

1CCA ;
0BB@
6
0
0
1

1CCA
3775

correction de l�exercice 3
1. Soient X;X 0 deux vecteurs de Mn(R) et �; � deux réels

f(�X + �X 0) = A(�X + �X 0)� (�X + �X 0)B = �AX + �AX 0 � �XB � �X 0B

= �(AX �XB) + �(AX 0 �X 0B) = �f(X) + �f(X 0)

2. � Soit X =

�
a b
c d

�
alors

f(X) =

�
�1 0
1 �1

��
a b
c d

�
�
�
a b
c d

��
�1 1
0 �1

�
=

�
0 �a
a b� c

�
Par conséquent, on a

X =

�
a b
c d

�
2 ker(f),

�
0 �a
a b� c

�
=

�
0 0
0 0

�
,

8<: �a = 0
a = 0

b� c = 0
,
�
a = 0
b = c

, X =

�
0 c
c d

�
= c

�
0 1
1 0

�
+ d

�
0 0
0 1

�
, X 2 Vect

��
0 1
1 0

�
;

�
0 0
0 1

��
) ker(f) = Vect

��
0 1
1 0

�
;

�
0 0
0 1

��
Je laisse au lecteur le soin de véri�er que ces deux vecteurs forment une famille libre de M2(R) donc ces deux
vecteurs forment une base de ker(f)

� Soit X =

�
a b
c d

�
alors

f(X) =

�
3 1
5 2

��
a b
c d

�
�
�
a b
c d

��
3 1
5 2

�
=

�
�5b+ c �a+ b+ d

5a� c� 5d 5b� c

�
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Par conséquent, on a

X =

�
a b
c d

�
2 ker(f),

�
�5b+ c �a+ b+ d

5a� c� 5d 5b� c

�
=

�
0 0
0 0

�
,

8>><>>:
�5b+ c = 0
�a+ b+ d = 0
5a� c� 5d = 0
5b� c = 0

,

8>><>>:
�a+ b+ d = 0
�5b+ c = 0

5a� c� 5d = 0
5b� c = 0

L1 $ L3
,

8>><>>:
�a+ b+ d = 0
�5b+ c = 0
5b� c = 0
5b� c = 0

Pivot pour a

L3  L3 + 5L1

,

8>><>>:
�a+ b+ d = 0
�5b+ c = 0
0 = 0
0 = 0

Pivot pour b
L3  L3 + L2
L4  L4 + L2

,

8>><>>:
b =

1

5
c

a =
1

5
c+ d

, X =

0B@
1

5
c+ d

1

5
c

c d

1CA = c

0@15 1

5

1 0

1A+ d�1 0
0 1

�

, X 2 Vect

240@15 1

5

1 0

1A ;�1 0
0 1

�35) ker(f) = Vect

240@15 1

5

1 0

1A ;�1 0
0 1

�35
Je laisse au lecteur le soin de véri�er que ces deux vecteurs forment une famille libre de M2(R) donc ces deux
vecteurs forment une base de ker(f)

� Soit X =

�
a b
c d

�
alors

f(X) =

�
�1 0
1 �1

��
a b
c d

�
�
�
a b
c d

��
�1 0
1 �1

�
=

�
�b 0
a� d b

�
Par conséquent, on a

X =

�
a b
c d

�
2 ker(f),

�
�b 0
a� d b

�
=

�
0 0
0 0

�
,

8<: �b = 0
a� d = 0
b = 0

,
�
b = 0
a = d

, X =

�
a 0
c a

�
= a

�
1 0
0 1

�
+ c

�
0 0
1 0

�
, X 2 Vect

��
1 0
0 1

�
;

�
0 0
1 0

��
) ker(f) = Vect

��
1 0
0 1

�
;

�
0 0
1 0

��
Je laisse au lecteur le soin de véri�er que ces deux vecteurs forment une famille libre de M2(R) donc ces deux
vecteurs forment une base de ker(f).
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