PHEC1

Correction feuille d’exercices 29 2004-2005

correction de I’exercice 1

1.
a —3c -3
X=(v]|easl2aobte=0 Jb=—c v | _.)-c|=1
b+c=0 a=—3c
c c 1
-3
Par conséquent, le vecteur | —1 | engendre A et ce vecteur étant non nul, il forme une base de A.
1
2.
g a+v—20=0 a+v—20=0 Pivot pour «
X = €B& OL+B+5:O <~ ﬁ—’}/+3(5:0 Lo «— Lo — 1,4
g 20— B+3y=0 —B+vy+45=0 L3« Ly—2L;
— 1
at+v—26=0 §=0 )
& B—v+30=0  Pwot pour f < b=y < X= v =7,
75 =0 Ly « L3 + Ly a=—v g 0
-1
Par conséquent, le vecteur } engendre B et ce vecteur étant non nul, il forme une base de B.
0
3.
Z 2a —3b+c+2d=0 2a —3b+c+2d=0 Pivot pour a
X = . ceCe< a—20—-3¢c—-4d=0 < —b—Tc—10d =0 Lo «— 2Ly — 14
d a+b+c+d:0 5b+C:O L3<*2L37L1
25
c=——d
17 3
20 —3b+c+2d=0 5 d 5
& —b—Tc—10d =0 Pivot pour b & b:ﬁd <:>X:1—7 _95
—34c —50d =0 L3« L3+ 5Ls
a= 3d 17
17
3
Par conséquent, le vecteur _525 engendre C' et ce vecteur étant non nul, il forme une base de C.
17
4.
a 4da—2b+c = 0 4a—2b+c = 0 Piwot pour a
X = bleD&s (¢ —2a+4b+c = 0 & 6b + 3¢ = 0 Ly« 2Ly+1IL4
c a+b+c =0 6b + 3¢ = 0 L3« 4L3— L,
1 €
da—2b+c = 0 a=-—5¢ 2 e
= 6b+3c = 0 Pivot pourb <& 1 e X= _¢ :—56 1
0 = 0 L3<—L3_L2 b:—§C 2 -2
c
1
Par conséquent, le vecteur | 1 | engendre D et ce vecteur étant non nul, il forme une base de D.
-2
5.
a 2 -3 3 a a 20 —3b+3c = 2a —3b+3¢c = 0
X = bleDs |0 —2 4 bl=21b]| < —2b4+4c = 2b &< —4b+4c = 0
c 0 —4 6 c c —4b + 6¢ = 2c —4b+4c = 0
—3b+3c = 0 Pivot pour a a 1 0
= 0 = 0 Ly+—3Ly—4L; b=csX=|c|=al|0]+c]|1
0 = 0 L3 — 3L3 - 4L1 0 1
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1 0
Par conséquent, la famille [ 0 | , [ 1 | est une famille génératrice de E. En outre, elle est libre car
0 1
1 0 0 a=0
alOl+0|1]=10] < b=0 ©a=b=0
0 1 0 b=0
donc c’est une base de F.
6.
a 1 2 3 a a a+2b+3c = 6a —5a+2b+3c = 0
X = bleD& |3 1 2 bl=6|0]<<¢ 3a+b+2c = 6b & 3a—5b+2¢c = 0
c 2 31 c c 2a+3b+c = 6¢ 2a+3b—5c = 0
—5a+2b+3c = 0 Pivot pour a —5a+2b+3c = 0
s —19b+ 19¢ = 0 Ly<5bly,+3L; & —190+19¢ = 0  Pivot pour b
196 — 19¢ = 0 L3 — 5L3 + 2L1 0 = 0 L3 — L3 — L2
b= c 1
& { T s X=|c|=c|1
a=c
1
1
Par conséquent, le vecteur | 1 | engendre D et ce vecteur étant non nul, il forme une base de D.
1

correction de I’exercice, (%
1. En choisissant A = <1 0

>, onaVX e M1(R), f(X)=AX donc ’application f est linéaire.
ker(f) :

X = (‘;) c ker(f) <:>f(X) :02’1 <:>{ izg <:>X:02,1 =>ker(f) = {02,1}

Im(f) : Soit Y € F =My 1(R). Le vecteur ¥ = <g> appartient a Im(f) ssi il existe un vecteur X = (5) € M1 (R)
tel que Y = f(X) (donc «, 8 sont donnés et 'on cherche l'existence de x,y)

a= z=p0
Y:f(X)@{ 8=z @{ = a

Par conséquent, le systéme Y = f(X) admet au moins une solution (une en fait) sans aucune condition sur Y donc
tout vecteur Y de F' = My 1 (R) admet au moins un antécédent par f, ce qui signifie que

Im(f) = 9)2271 (R)

2. En choisissant A = (? 711 1) ,onaVX € E=M31(R), f(X)=AX donc l'application f est linéaire.
ker(f) :
1
v 2 —y+2=0 2 —y+2=0 Pivot N
_ B r—y+z= z—y+z= ivot pour
X = i eker(f)‘i’f(X)_O”@{ T+y+2=0 { By+2=0  Lye2Ly—Li ) ,_ 2.
2
—%Z (-2 —2 )
& X=|_1|= 3 —1| & X eVect | -1 | = ker(f) = Vect | —1
3 3 3 3
z
o x
Im(f) : Soit Y € F =My 1(R). Le vecteur ¥ = (5) appartient & Im(f) ssi il existe un vecteur X = | y | € M31(R)
z
tel que Y = f(X) (donc a, 8 sont donnés et 'on cherche I'existence de x,y, z)
o 20 —y+z=« 20 —y+z = « Pivot pour x
Y_f(X)‘:’{ T+y+z=4 ‘i’{ 3y+z = 28—a Ly 2Ly—1I,
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Par conséquent, le systéme Y = f(X) admet au moins une solution (une infinité en fait) sans aucune condition sur Y
donc tout vecteur Y de F = My 1 (R) admet au moins un antécédent par f, ce qui signifie que

Irn(f) = 9)?2’1 (R)

1 -2
3. En choisissant A = % jl ,onaVX € E=My1(R), f(X)=AX donc l'application f est linéaire.
0 1
ker(f) :
a—2b=0
X = (Z) c ker(f) < f(X) = 0271 <~ QC?jbb::OO Sa=b=0& X = 0271 = ker(f) = {0271}
b=0
e
Im(f) : Soit Y € F =9y 1(R). Le vecteur ¥ = 5 appartient a Im(f) ssi il existe un vecteur X = (Z) € My 1(R)
0
tel que Y = f(X) (donc «, 5,7, d sont donnés et I'on cherche P'existence de a, b)
a=2b = «a a—2b = @ Pivot pour a
Y o= f(x) 2a+b = - 4 = 28—« Ly 2L, L,
a—b = 7« b = 7-a
b o= 9 b o= 4 A
a—2b = «
- 4b = —a+26 Pivot pour b
0 = 730[725‘%4"}/ L3<*4L37L2
0 = a—2ﬂ+45 L4<—4L4—L2
Par conséquent, le systéme Y = f(X) admet au moins une solution (une infinité en fait) si et seulement le vecteur
e
Y = 5 vérifie les conditions
0
—3a—-20+4y = 0 —3a—-26+4y = 0 Pivot pour « —3a—-20+4y = 0
a—-20+45 = 0 —88+4v+120 = 0 Lo« 3Ly+ 14 —284+~v+36 = 0
L s 7= 1 ~1 1 ~1
B=37+50 1,3, 1 3 L
o Y =|27"3% =246 2 |eavevet||2],] 2
a=7y-9 5 1 0 1 0
5 0 1 0 1

Je laisse au lecteur le soin de vérifier que ces deux vecteurs forment une famille libre de 94 1 (R) donc ces deux vecteurs
forment une base de Im(f)

1 -1
)3
Im(f)=Vect || 2|,] 2
1 0
0 1
5 0 —6
4. En choisissant A= {3 1 3 |,onaVX e E=9M31(R), [f(X)= AX donc lapplication f est linéaire.
3 0 4
ker(f) :
T o5 — 62 = 0 5c—6z = 0 Pivot pour x
X = Yyl e ker(f) =4 f(X) = 02,1 =4 3r+y+3z = 0 & 5y+33z = 0 Lo «— 5Ly — 314
z 3x + 4z = 0 38z = 0 L3« 5L3—3Ly
z=0
<~ y=0 X = 0371 = ker(f) = {0371}
z=0
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! x
Im(f): Soit Y € F = M3 1(R). Le vecteur Y = | 5 | appartient a Im(f) ssi il existe un vecteur X = | y | € M3 1(R)
5y z
tel que Y = f(X) (donc «, 8, sont donnés et ’on cherche Vexistence de x,y, 2)
5x — 6z = « S — 6z = « Pivot pour x
V=fX)o{ 30+y+32 = B ©{ 5y+332 = —3a+53 Ly« 5Ly— 3L,
3r + 4z = v 38z = —3a+5y L3« 5L3—3L

Par conséquent, le systéme Y = f(X) admet au moins une solution (une seule en fait) sans aucune condition sur Y’
donc tout vecteur Y de F' = M3 1(R) admet au moins un antécédent par f, ce qui signifie que

Im(f) = M31(R)

1 1 -1 1
5. En choisissant A= 2 0 1 2|,onaVXeFE=:(R), f(X)=AX donc lapplication f est linéaire.
1 -1 2 1
ker(f) :
Z a+b—c+d = 0 a+b—c+d = 0 Pivot pour a
X = c €ker(f) © f(X) =031 < 2a+c+2d = 0 & —2b+3c = 0 Lo« Ly—2[4
d a—b—|—20+d = O —2b—|—3C = 0 L3<—L3—L1
1 1
—Ze—d _
=13 2° 2 -1
at+b—c+d = 0 ¢ 3 3 0
& —2b+ 3¢ = 0 Pwotpourb <& 1 & X = 3 =c| 3 +d 0
0 =0 Ly «— L3 — Loy CL:—§C—d . 1 1
d 0
1 1
2 ~1 2 —1
3 0 3 0
< X € Vect 5 || o = ker(f) = Vect 5 || o
1 1 1 1
0 0
Je laisse le lecteur vérifier que ces deux vecteurs forment une famille donc il s’agit d’une base de ker(f)
: :
Im(f): Soit Y € F = M3 1(R). Le vecteur Y = [ 5 | appartient & Im(f) ssi il existe un vecteur X = = M1 (R)
i d
tel que Y = f(X) (donc «, 8, sont donnés et ’on cherche 'existence de a, b, ¢, d)
at+b—c+d = « a+b—c+d = « Pivot pour a
Yy = fX)e 2a+c+2d = [ < —2b+ 3¢ = 2a+ 8 Lo« Ly—2L,
a—b+2c+d = v —2b+ 3¢ = —a+v Ly« L3 — 14
a+b—c+d = 0
& —2b+ 3c = —2a+p  Pivot pour b
0 = a—0+vy L3+ L3— 1Ly
Par conséquent, le systéme Y = f(X) admet au moins une solution (une infinité en fait) si et seulement le vecteur
o
Y = | B | vérifie les conditions
Y
8= 1 —1 1 —1
a—f+y=0a=0—v&Y = I6] =1+~ 0 |]eYeVet|[1]|,] 0
v 0 1 0 1

Je laisse au lecteur le soin de vérifier que ces deux vecteurs forment une famille libre de M3 1 (R) donc ces deux vecteurs
forment une base de Im(f)
1 -1
Im(f)=Vect [|1],| O
0 1
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x 2r+y+z2+1t
. . Ny 2y + 2z + 3t
6. On commence par réordonner les variables f : i 9> + 3t
t 2t
2 1 11
.. 0 2 2 3 .. L
En choisissant A = 00 2 3| ona VX € E=MMy1(R), f(X)=AX donc lapplication f est linéaire.
0 0 0 2
ker(f) :
x 20 +y+24+t = 0 t=0
ly _ 20+2z2+3t = 0 z=0 . _
X = > S ker(f) <~ f(X) = 0371 <~ 22 + 3t -0 <~ y = 0 s X = 04’1 = ker(f) = {04’1}
t 2t =0 z=0
@ a
Im(f): Soit Y € F =My 1(R). Le vecteur ¥ = 5 appartient & Im(f) ssi il existe un vecteur X = I; € My (R)
0 d
tel que Y = f(X) (donc a, 8,7, d sont donnés et 'on cherche V'existence de a, b, ¢, d)
2e+y+z2z+t = «
B 2 +2:4+3t = f
Y=fX)e 2z + 3t = 5
2t = ¢

Par conséquent, le systéme Y = f(X) admet au moins une solution (une seule en fait) sans aucune condition sur Y
donc tout vecteur Y de F' = My 1 (R) admet au moins un antécédent par f, ce qui signifie que

Im(f) = 9)?4’1 (R)

1 2 3
7. En choisissant A = g é ? onaVX € E=9M31(R), f(X)= AX donc l'application f est linéaire.
1 1 1
ker(f) :
a a+2b+3¢c = 0 a+2b+3c = 0 Pivot pour a
B B 3a+b+2¢c = 0 —b5b—T7¢c = 0 Lo+« Ly—3L,
X = lc) Cker(f) S f)=0019 9 90 i3p1c = 0 T b-bse = 0 Ly Ly 2L,
a+b+c = 0 —b—2c¢ = 0 Ly« Lys—14
a+2b+3c = 0 =0
—5b—T7c = 0  Pivot pour b B B B
< ~18¢c = 0 Ls—5Ly—Ly, = Z:(()) & X =050 = ker(f) = {031}
—3c = 0 L4 — 5L4 — L2 o
@
3 a
Im(f) : Soit Y € F' = My 1(R). Le vecteur ¥ = appartient & Im(f) ssi il existe un vecteur X = [ b | € M3 1(R)
J c
tel que Y = f(X) (donc «, 8,7, d sont donnés et 'on cherche Pexistence de a, b, ¢)
a+2b+3c = « a+2b+3c = « Pivot pour a
_ 3a+b+2c = —5b—T7c = -3a+p Lo+« Ly—3L;
Vo= JX)e ) guisbte = v ©) —b-bc = —2a4n Lse Ls—2L
at+b+ec = 6 —-b—2c = —a+d Ly+—Ly— 14
a+2b+3c = o
- —5b—Tc = —3a+p Pivot pour b
—18¢ = —Ta-— ﬁ + 5"}/ L3 — 5L3 — Lo
—3c = —2a- B + 58 L4 — 5L4 - L2
a+2b+3c = @
- —5b—Tc = —3a+0
—18¢ = —Ta— B+ 5y Pivot pour c
0 = —5a—5ﬁ—5’y+30 L4<—6L4—L3
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Par conséquent, le systéme ¥ = f(X) admet au moins une solution (une infinité en fait) si et seulement le vecteur
o

Y = g vérifie les conditions
)

—50— 53— 574306 =0 _(@S)a+5+v—65=0@a=—/3—7+65

—B—v+66 -1 -1

s Y = B
0
0

+0

=0 (1) +7 <Y € Vect
0

O = O
_ o oo
_— o O O

Je laisse au lecteur le soin de vérifier que ces trois vecteurs forment une famille libre de 94 1 (R) donc ces trois vecteurs
forment une base de Im(f)

-1 -1 6
1 0 0
Im(f) = Vect ol 1l:1o
0 0 1
correction de I’exercice 3
1. Soient X, X' deux vecteurs de 9, (R) et A, u deux réels
JOAX +pX') = AQX +pX') — (AX + pX')B = NAX + pAX' — AXB — uX'B

= MAX — XB) + u(AX' — X'B) = Af(X) + pf(X')

-( ) -C OG-0 )

Par conséquent, on a

O ) T (R A (BN e S
R (I Rt BRSO N )
= ker(f)—Vect[((l) (1))<8 m

Je laisse au lecteur le soin de vérifier que ces deux vecteurs forment une famille libre de M2 (R) donc ces deux
vecteurs forment une base de ker(f)

e Soit X = <a b) alors
c d

o= (@)= )
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Par conséquent, on a

—b5b+c=0
~ fa b =5b+c —a+b+d\_ (0 0O —a+b+d=0
X = <c d)Eker(f)‘:’<5ac5d 5b— c )‘(o 0)‘:} 5a—c—5d =0
5 —c=0
—a+b+d=0 —a+b+d=0 .
N Shte—0 Ly < L - Sh4c—0 Pivot pour a
54 —c—5d =0 5 —c=0
Bb—c =0 h—c—o L3 Llstoh
1
—a+b+d=0 h= —c 1 1 1 1
B _ ; 5 —c+d -=c -z
o 5b4+c¢c=0 Pivot pour b . o X = 5 5 —el5 5] 44 1 0
0=0 Ly — Ly + L a=c+d 10 01
0=0 L4<—L4+L2 5 c d
11 11
& XeVet||Dd 5 ,(é ?) = ker(f) =Vect || D 5 ,<é (1)>
1 0 1 0

Je laisse au lecteur le soin de vérifier que ces deux vecteurs forment une famille libre de Miy(R

vecteurs forment une base de ker(f)

e Soit X = (a b) alors
c d

-1 0 a b a b (-1 0 -b 0
f(X):<1 1) (c d>_(c d)(l 1>:(ad b)
Par conséquent, on a
—b=0
a b -b 0 0 0 b=20
X = (c d)eker(f)@(ad b>:<0 0)@ a;igo (:){ad
a 0 1 0 1 0 0 0

L) et %) exeveal(
). (1 0)

1 0

)<

1 0
0 1

- x—(

ker() = Vect |

0 1

c a

=

Je laisse au lecteur le soin de vérifier que ces deux vecteurs forment une famille libre de Miy(R

vecteurs forment une base de ker(f).
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