PHEC1 Correction feuille d’exercices 25 2004-2005

correction de I’exercice 1

1. La famille a un moins garcon signifie qu’elle en a un ou deux ou trois .... donc, les événements (A;) étant deux a deux
disjoints, on a

+oo +oo +oo
1 1
— P(AJUAsUAsU---) = P(A)) + P(A9) + P(A3) +---=S PA,) =S =pt =3 pn
q (A1 U A2 U A3 ) = P(A1) + P(A2) + P(A3) + n§:1 (An) ;:1 5P 2;:1:17
1 p P = p_ 1 p
2 n
e — e :7]_ e ) = — = — =
sHr ) =5 tpt) 2;::019 2 XT3 = 30 =)
2-3
0 = 1-gq=1-gt—= "0

2(1-p) 2(1-p)

2. Il est immédiat que ’on se situe dans le schéma binémial donc la probabilité recherchée est égale a

(-

3. Le nombre de gar¢ons dans la famille dépend bien entendu du nombre d’enfants de la famille. En considérant le systéme
complet d’événements (A, )nen, on a

+oo +oo +oo
P(Gy) = P(GpNAg)+P(GyNA)+--=> P(GyNA,) =) P(GrNA,)=> P(A,)Pa,(Gy)
n=0 n=k n=~k

ol
03"

Justification des calculs : FEtant donné que l’'on ne peut avoir strictement plus de garcons que d’enfants dans la
famille, I’événement Gy N A,, est vide lorsque k >n & n < k.
D’autre part, la probabilité conditionnelle Pa, (Gy) est la probabilité d’avoir k gar¢ons lorsque la famille a n enfants.
n
()

Puisque n > k > 1, cette probabilité conditionnelle est donc égale a o (cf. question 2)

+<x>1"(n)_1+oo n pn_l
- ZQPQIC"_Q;(k)(Q) =3

n=~k

n

4. En utilisant I’événement contraire, on a

p\* poNF
S e (5) RS
P(Gy) = 1—ZP(Gk):1_ B p FTL 1- D Z D
ot Pt (_,) 2(1—7) m\1-1%
2 2
_ LR o p P 2+
2-pim\2-p 2=p|2-p \2-p
1 P p P p \"
= — X 4+ 4. | =1=
2-p 2—29[ 2-p } (2—p)2k_0<2—p)
P 1 _,__P X2—p:1_ D _ 2p% —Tp+4
2-p? 1P 2-p? 2-2p 22-p)(1-p) 22-p(1-p)

correction de I’exercice 2

Loi de X : Il est immédiat que X (2) = N\{0,1} (il faut au moins deux pioches pour obtenir deux couleurs distinctes) et
pour tout n € N\{0,1}, on a

P(X=n) = Pl[(Cin---NC1NC)U(CoN---NCoNC)U(C3N---NC3NC5)]

n lancers n lancers n lancers

PlCin---nCinCi | +P|Con---NnConCy | +P|Csn---NC35NCy
— —— ——

n—1 fois n—1 fois n—1 fois

en utilisant le fait qu’il s’agit d’une union disjointe. Ensuite, puisque les événements (C;) sont mutuellement indépendants,
on en déduit les égalités suivantes

n lancers n lancers n lancers
P(X=n) = P(C1)---P(C)P(Cy) + P(Cy) -+ P(C2)P(Ca) + P(Cy) - P(Cs) P(Cs)
S— S— S—
n—1 fois n—1 fois n—1 fois

= (p)" "A—p1)+ (p2)" A —p2) + (p3)" " (1 — p3)
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Espérance de X : La variable aléatoire X admet une espérance ssi la série > nP(X
n=2

Z nP(X =1 -p1) Z n(p1)" "'+ (1 - p2) Z n(p2)" ' + (1 - p3) Z n(ps)"

n=2 n=2 n=2

n>2

= n) converge. Puisque l'on a

on en déduit, par combinaison linéaire de séries convergentes (car les réels p; appartiennent a ]0,1[C] — 1, 1]), que la série

> nP(X = n) converge donc X admet une espérance. Il est dés lors immediat que
n=2

+oo +oo

E(X) = an =(1-p) Y nlp)" "+ @L—p2) > nlp)""

n=2 n=2

= (lpl)[ )" 1+Z n(p1)" lpz)[lx

+o00o
+(1 —ps) [—1 x (p3)' ™t + Z n(ps)"
n=1

) 1
_ (1_p1) |:_1+(1_pl)2:|+(]_—p2) [—1+(1_Z)2)2]+(1—P3) |:_].+(1_p3)2
= —(-pHloprtlop) ottt —
D1 D2 P3 1—p1 1—ps 1—p3
1 1 1 ! !

—+o0

n=2

“+o0
(p2)' ™ + Z ”(PQ)“I]

= —-B-1)+

correction de 1’exercice 3
On considére Py, (resp. Fj) 'événement " obtenir Pile au k-iéme lancer " (resp.
éviter des notations trop lourdes, on notera PPF 1’événement P; N P, N F3.

" n
1. Loi de X : X(©) = N* (il faut au moins un lancer pour obtenir Face !) et
n lancers
vneN*, p(X =n)=p.:-PF)=p(P)..p(P)p(F)
n y PlA=mn)=Pp f =p\)...plLo)p
n—1 fois
Loide Y : Y(Q) = N* (il faut au moins un lancer pour obtenir Face !) et

n lancers
——N—
X = = e =
VneN*, p(Y =n)=p---PF)=p(P)..p(P)p(F)

n—1 fois

+ + - + +
1-pr 1—-p2 1-p3 1—-p1 1-—p2 1-p3

-2

=a""(1-a)

=b""1(1-0)

Espérance de X : La variable X admet une espérance ssi la série Y. nP(X =n) = Y na" !(1—a) =

n>1
converge, ce qui est le cas car a €]0,1[C] — 1,1 et l'on a

E(X):(l—a)zna"_lz(l—a)x LI

2. L’événement (X =7Y) s’écrit aussi

(X:Y):(X:1ﬂY:1)U(X:20Y:2)U~--:JG<>

n=1

L’union étant disjointe et les variables X et Y étant indépendantes, on a :

(X=nnY =n)

+ (1 —ps) Z n(ps)" !

|

obtenir Face au k-éme lancer "). Pour

(1—a) > na 1

n=0

P(X=Y) = ioP(X:nﬁY:n):ioP(X: Za" Y1 —a)p" (1 —b)
=1 . n=1
= (1—a)(1-b)) (ab)" ' =(1-a)(1-b)(1+ (ab)+ (ab)*+---)
+oo —a .
- (1—a)(17b)2(ab)”:(1—a)(1fb)><1_1ab:(1 12(;) )
n=0
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Interprétation : La probabilité que chaque joueur obtienne pile pour la premiére fois au méme lancer est égale a

(I—-a)(1-0)
1l—ab
3. P(X > k) : L’événement (X > k) s’écrit encore
+oo
(X>k)=X=k+HUX=k+2)U---= (] (X=n)
n=k+1
L’union étant disjointe, on en déduit que
oo —+oo
P(X>k) = Z P(X =n)= Z a" 1 - (1—a) Z a"'=(1-a)(a"+a""+-)
n=k+1 n=k+1 n=k+1
1
= (1-a)d (1 : (1—a)a* (1—a)a* =a"
(l1-a)a"(14+a+-- a)a Za a)a X T

P(X >Y) : On introduit naturellement le systéme complet d’événements

{(Y=1,(y=2),..} ={(Y =n), neN"}

Ensuite, la réalisation de ’événement [(X > Y) N (Y = n)] implique bien entendu la réalisation de I’événement (X >
n)N(Y = n), la réciproque étant évidente (remarquez que I’on ne peut pas dire que les événements [(X > Y) N (Y = n)]
et (X > n) sont identiques car ce dernier ne donne aucune information sur Y). Dés lors, en tenant compte que les
variables X et Y sont indépendantes, on en déduit que

400 +00 too
P(X>Y) = ZP[(X>Y)Q(Y:n)}:ZP[(X>n)ﬂ(Y:n)]:ZP(X>n)P(Y:n)
n=1 n=1 =1
= 1-b=X b
= Za"b"_l(l—b):TZa"b”— Z 7[@1)) (ab)? 4 -]
- 1bbx(ab)[1+(ab)+---]:(1—b)a2(ab)”:1(1_7a2)

n=0
P(X >2Y) : Etant donné que les événements (X > Y) et (X > Y)U (X =Y) sont identiques et que cette union est
disjointe, on en déduit que
(1-a)(1-=b) a(l—-0) 1-0
1—ab 1—ab 1—ab
Interprétation : La probabilité que le joueur A obtienne son premier pile avant (strictement) le joueur B est égale a

1-b 1-b
al( b) et la probabilité que le joueur A obtienne son premier pile avant (au sens large) le joueur B est égale a il 5
—a —a

4. P(M > k) : L’événement (M > k) s’écrit aussi (X > k) N (Y > k). Les variables X et Y étant indépendantes, on a

P(X2Y)=PX>Y)+P(X=Y)=

VkeN*, P(M>k)=P[(X=k)N(Y >k)]=P(X >EkPY >k)=d"" = (ab)”
On en déduit alors que

VEeNX, P(M=k)=P(M>k)—P(M>k+1) = (ab)* — (ab)**! = (ab)*(1 — ab)
ce qui signifie que la variable M = min(X,Y) suit la loi géométrique G(ab).

5. Puisque X et Y prennent des valeurs entiéres supérieures ou égales a 1, on en déduit que U(§2) = N\{0, 1}.
Remarque : On peut faire le tableau & deux entrées X et Y pour voir les premz'éres valeurs de X +Y =U

Ensuite, en remarquant que X +Y =nssi{(X =1)et (Y =n—1)}ou{(X =2)et (Y =n—2)}ou... ou {(X =n—-1)
et (Y = 1)}, les événements précédents étant deux a deux incompatibles et les variables X et Y étant indépendantes,
on obtient
PU=n) = P(X=DNn¥=n-1]+---+P[(X=n-1)Nn{ =1)]
n—1 n—1
= Y P(X=k)NY =n-k)]=> P(X=kPY =n-F)
k=1 k=1
n—1 n—1 n—1 ark
_ k—1 (n—k—1) _ —1pn—1 kp—k _ —1lpn—1 @
= a 1—a)b 1-0)=(1—-a)(l—->b)a""b a"b"=(1—-a)(1—-b)a""b
- (1-b6)=(1~a)(1-b) > (1-a)(1-b) ;(b)
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Nous devons maintenant distinguer deux cas :
a
Premiercasg;él@a#b:

Pw=m = a-at-a v [(§) e (5)7 ] = a-anna v (7 e (5) v (7))

. (CL n—1 bnfl 7(1"71
—\ 7 —_— n—1 n—1
A A SV UV A GRS (S 7 S S T M RN Vo R A
1— a b—a b—a
b b

. a
Deuxiéme cas 3 =1l<a=b:

PU=n)=(1-a)(1—-a)ata"! z_: 1= (1—-a)?a" ?*(n—1)
k=1

Conclusion : la loi de U est donnée par

bn—l n—1

UQ) =N\{0,1} et VneN*, PU=n)={ I-a)l-b—p—— s a#b
(1—a)?a" ?(n—1) si a=b

P—j(Y = k) : L’événement (U = j) est réalisé et on souhaite la réalisation de I’événement (Y = k). Puisque I'on a
d’une part U = X +Y et, d’autre part, les variables X et Y prennent des valeurs entiéres non nulles, on en déduit que
I'événement (Y = k) se réalise seulement si k < j donc la probabilité conditionnelle P—;) (Y = k) est nulle lorsque
k > j. On suppose désormais k > j. Etant donné que l’on ne peut réinterpréter convenablement cette probabilité
conditionnelle, on utilise la définition mathématique d’une probabilité conditionnelle, ce qui nous donne
oy —py — PWU=D00 =] PX+Y=pn(r=h] P(X=j-HnK=h)]
o PU =) PU =) P(U =)
PX=j-k)P(Y =k)
G

Ainsi, en distinguant les cas a # b et a = b, on a

a1 —a)bF"1(1—b) TN (b —a)

- - = - S Si a:%b
pi—l — qi—t pi—1 _ gi-1
(1-a)(1—b)"F—— @
Puo=p Y =k)={ —a
@1 aat (1 -a) 1 s a=b
, = ; _
(1—a)?a=2(j - 1) j—1 a
Conclusion :
0 soj<h
aj*kfl(]_ _ a)bkfl(l _ b) ajfkflbkfl(b o (L) o
Wl _gi-1 il _gi-t si j>keta#b
P(U:j) (Y:k): (1_0“)(1_17)?
aj*k*l(l _ a)akfl(l o a) 1
; = i j>keta=5b
(1—a)2ai=2(j — 1) i1 si j>keta

6. Univers-image de D : Manifestement, la variable D prend des valeurs entiéres positives. En outre, elle prend toutes
les valeurs entieres positives car si n € N, alors lorsque X =n+1etY =1alors D =|n+1—1| =n donc D(Q) =N.

1
Puisque a = b = 2 la loi de X et de Y est donnée par

XQ)=Y(Q) =N, VmeN*, P(X=n)=PY =n)=—

P(D =0) : En utilisant la question 2, on obtient
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P(D =1) : En se rappelant que |z| =1 < z =1 ou z = —1, les calculs suivants nous donnent

P(D=1) =

P(IX-Y|=1)=P[(X-Y=1)U(X-Y=-1)]=P(X-Y=1)+P(X-Y =-1)
PX=Y+1)+P(X=Y 1)

{(P(Y=1)N(X=2))+P(Y =2)N(X=3))+-}
H{P(Y=2)N(X=1)+P(Y =3)N(X=2))+---}

+oo “+o0
N P(Y=n)n(X=n+1)+> P[Y =n+1)N(X=n)

in)

+oo too
S P(Y=nP(X=n+1)+> PY =n+1)P(X

n=1

+o00 +o0 +oo +o00 2™ +o00o n 2
1 1 1 1 1 2 1 1 1 /1
2n><2n+1+n§_:12n+1XW:2§2W2222K2>] = <4) :4+<4) T

n=1 n=1 n=1 n=1
Ll BRI NS SR S
4 4 4 qr 4 173

n=0 ].—Z

1
Loi de D : Nous venons de montrer que P(D =0) = 3 Soit un entier n € N* (donc —n # n) on a

P(D =n)

Par conséquent,

Vérification :

“+o0
D P
n=0

Espérance de D :

car

1
et 5 €]0,1[c] -1

P(X-Y]|=n)=P(X-Y =n)+P(X -Y =-n)=P(X =Y +n)+ P(X =Y —n)

= {P[Y=1)nX=n+1]+P[(Y=2)Nn(X=n+2)]}

+{P[Y =n+1)N(X=1)]+P[(Y =n+2)Nn(X =2)]}
“+o0

“+oo
= Y P[(Y=k)N(X=n+k)]+Y P[Y=n+kn(X=k)
k=1

k=1
—+o0

+oo
= Y PY=kPX=n+k)+>Y PY=n+kP(X=k)
k=1

k=1

B *Z""lx 1 ++§ 1 le{i"’ L2V 2 3yl 1
- 2k 2n+k: P 2n+k m - 22k+n - mn 2 - mn = 4 - 3 on

k=1 =1 k=1 k=1

la loi de D est donnée par

1
3 si n=20
DQ)=N et P(D=0VneN, PD=n)=< 4 1
- X si n>1
3 gn—1
+oo +oo +oo n
1 1 1 1 1 1
D= = PD= P(D=n)=<- X —— =t —— -
W o= PO=0+ Y PD=m =543 5 o 3+3x2‘%_1(2>
_olpfy N o2 ] L ISR (LY
3 3 (\2 2 3 372 2 3 34
S S SO B O
3 37, 173737
2
La variable aléatoire D admet une espérance ssi la série Y nP(D = n) converge, ce qui est le cas
n=>0

1 1 1 " !
ZnP(D:n):ZnP(D:n):ZnX?)xQnI:32n<2>

n=0 n=1 n=1 n=1

,1[. On en déduit immédiatement que

n=1

E(D);Jrfn(;>n1;x<ll4
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Remarque : la variable D représente le nombre de tirages entre l'obtention du premier Face par A et par B (A puis B
ou B puis A). Dés lors, il y a, en moyenne, 1,38 lancers entre l'obtention du premier Face par A et par B.

correction de 1’exercice 4

On considére Py, (resp. F) I'événement " obtenir Pile au k-iéme lancer " (resp.
éviter des notations trop lourdes, on notera PPF 1’événement P; N Py N F3.

On considére une piéce telle que la probabilité d’obtenir "pile" est p. On lance indéfiniment la piéce et on note T' la variable
égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir, pour la premiére fois, la séquence PF.

" obtenir Face au k-éme lancer "). Pour

P(T = 2) = P(PF) = P(P)P(F) = p(1 - p)

P(T =4)= P[(PPPF)U(FPPF)U(FFPF) =p*(1—p)+ (1 —p)*p* + (1 —p)%p

2. Aux lancers n — 1 et n, on doit nécessairement avoir la séquence PF (c’est la premiére fois qu’elle apparait). Dans les
lancers précédents, aucun Pile ne peut étre suivi de Face (sinon la séquence PF') apparait avant le lancer n. On en
déduit que si un Pile apparait dans les n — 2 premiers lancers, alors il est suivi nécessairement de Piles jusqu’au lancer
n — 1 inclus, ce qui nous donne

n lancers n lancers n lancers n lancers n lancers

—_— [P n—2
(I'=n)=(P.--PFYU(F _P.--PF)U(FEP---PP)U---U(E. - EPF)= | J(E.-E P---PF)

—— ~ ~— —— —_—— S——

n—1 fois 1 foisn—2 fois 2 foisn—3 fois n—2 fois k=0 k fois n—k—1 fois

3. Loide T : Tl est évident que T'(2) = N\{0,1} (il faut 2 lancers pour avoir une séquence PF !l). D’autre part,
l'utilisation de la question 2 nous donne directement, pour tout entier n € N\{0, 1},

n lancers n lancers

n—2 n—2 n—2
P(T'=n) = P U(F...F P...P F)| = ZP(F...F P..-P F) :Z(lip)k+1pn7k71
k=0 k fois n—1—k fois k=0 k fois n—1—k fois k=0
n—2 n—2 1 —p k
= (Q=pp" 'Y (-pfpF=0-pp ) ()
k=0 k=0 p
. (1 _p)’n—l
_ p . 1—p 1
1-— n—l —#1& —
(1—-p)p iy s S Alert s
- P
1\" 1-— 1
(l—p)pnl(n—l):(n—1)<2> si Tp:1<:>p=§

Espérance de T : la variable T' admet une espérance si et seulement si la série >, nP(T = n) converge. Etant donné
n=2

que la loi de T est donnée par deux formules distinctes selon la valeur de p, nous allons distinguer les deux cas.

1
Premier cas p # 3

() e
> nP(T = n)=> n(l-pp"" ]19_p = — fp Son [pnl ! <pp> 1

n=2 n=2 1—- — 1-— n=2
p p

p(1—p) 1 n-1] _ p(1—p) N1 n—1

= T T e = w1 p)
n=2 n=2 n=2

p(l_p) n—1 p(l_p) n—1
= P n(l—p

2p —1 n; 2p —1 n; ( )
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Par conséquent, la série Y . nP(T = n) est une combinaison linéaire de deux séries convergentes (p et 1 —p appartiennent
n=2

a]0,1[C] — 1,1]) donc T admet une espérance et l'on a :

+oo +o0o

E(T) _ an — ])2(217 _];) ann—l _ p;;:i)) Zn (1 _p)n—l
n=2 n=2
_ 1 -1 p(1 —p) = 1 n—1_1 1 1-1
= 2p*1 an —1xp' T o1 ;n( —p)" T =1x(1-p)
_ _p(1—p) 1 ) _prd-p) I\ pl-p (1
B 2p—1 ( > 2p—1 ((1—(1—10))2 1> 2p—1 <(1—p)2 1) 2p—1 <p2 1)
_ ( >_p(1—p)xp2—(1—p)2_ Lo 21 1
2p—1 2p—1 p*(1—p)? 2p—1 p(1-p) p(l-p)

1
Deuxiéme cas p = 3

S aPT=n) =Y nn-1) (;)n

nz=2 n=2
1
Par conséquent, la série >, nP(T = n) est convergente (5 appartient a | — 1,1[) donc 7' admet une espérance et 1'on
n=2
a:
400 +oo 1 n 1 2 +o0o 1 n—2 1 +oo 1 n—2
E(T) = P(T =n) = (=) =(= —(= = (=
@) = Sapr=m =Y a1 (3) - (3) > ntn— (5) -3 > nin—1) (3)

correction de I’exercice 5
1. P(X =1) : L’événement (X = 1) est impossible (obtenir PF en un lancer reléeve de Mission Impossible, méme si
I'impossible n’est pas francais ! :-)) donc P(X =1) = 0.
P(X =2): P(X =2) = P(PP) =
P(X=3): P(X=3)=P(FPP) =
P(X =4): P(X =4) = P(FFPP) + P(PFPP) = ¢*°p* + p*q = p*q(q + p) = p’q

2. Pip(X =n) : L'événement (P;) est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement (X = n), autrement dit, on
a obtenu Pile au premier lancer et on souhaite obtenir pour la premiére fois la séquence PP pour la premiere fois au
n-iéme lancer. Il reste donc n — 1 lancers & accomplir et, en ces n — 1 lancers, on doit obtenir la séquence PP pour la
premiére fois aux deux derniers de ces n — 1 lancers. Etant donné que 1’on ne peut obtenir Pile au second lancer (sinon,
la séquence PP apparait en deux lancers et non en n lancers (n > 3)), on est obligé d’obtenir Face au deuxi¢me lancer
et la séquence PP doit apparaitre au dernier lancer des n — 2 lancers restants, ce qui nous donne

n lancers

\p;/ ...PP

lancer n°2 n—2 lancers restants

lancer n°1

Par conséquent, on a
Pp)(X=n)=PF,N(X=n-2)=P(FR)P(X=n-2)=¢P(X =n-2)

Pip)(X =n) : L’événement (F7) est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement (X = n), autrement dit, on
a obtenu Face au premier lancer et on souhaite obtenir pour la premiére fois la séquence PP pour la premiére fois au
n-iéme lancer. Il reste donc n — 1 lancers & accomplir et, en ces n — 1 lancers, on doit obtenir la séquence PP pour la
premiére fois aux deux derniers de ces n — 1 lancers. Aucune contrainte n’exigible sur le second lancer donc la séquence
PP doit apparaitre au dernier lancer des n — 1 lancers restants, ce qui nous donne

n lancers

...PP

n—1 lancers restants

lancer n°1
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Parconséquent,on.a
P(Fl)(X :n) = P(X =N — 1)

3. En utilisant le systéme complet d’événements (P, F), la formule des probabilités totales nous donne, pour tout entier
n >3,

P(X=n) = PPN(X=n))+P(F1N(X=n))=P(P1)Pp,)(X =n)+ P(F1)Pp)(X =n)
pgP(X =n—2)4+qP(X =n—1)

4. (a) D’apres la question 3, on a

Vn > 3, P(X:n):%P(X:n—l)—i—gP(X:n—?)

et, en admettant que X admet une espérance, on obtient

T 2\ X /1 2
EX) = ZQnP(X:n) +ZnP —2><<3> —&—Zgn(gP(X:n—l)—l—gP(X:n—m)
8 1R 2 8 1% 2R
= §+§§2np(xzn—1)+§nZ::2nP(X=n—2):§ gjg?(j+1)P(X=j)+§j;(j+2)P(X:j)
j=n—1 j=n—2

g 1ix i L2 LA
= T332 iPX =) +3) P(X=))+5> jP(X=j)+5> P(X=
=2 j=2 Jj=1 J=1

+oo
Puisque X (©) = N\{0, 1}, la probabilité P(X = 1) est nulle et 'on a Z P(X =j) =1, ce qui nous donne
n=2
25 4 15 5
EX) = - P(X = P(X - =— E(X
( +Zy J++]Z;J =i +g5=75 X
—E(X) —E(X)
15 4 15 15
& B(X)=— EX)e -EX)=—EX)=—
(X)= % + 2B(X) & g B(X) = ¢ & B(X) =~
(b) D’apres la question 3, la suite (P(X = n)),>1 est récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique est
1 2 1
P ga: + 9 dont les racines sont -3 et 3 Il existe donc deux constantes « et 3 telles que

e me-n=o ()

En utilisant les valeurs de P(X = 1) et P(X = 2) obtenues a la question 1, on en déduit

2\' 1" P 1 2
2) 48(=2) =P(X=1)=0 Z 1_ _“
a<3) 5( 3) ( ) ax g /Bngo O=3 L L+ 3L,
2N 2N 2
2\ 2 1\? 4 4 1_4 4t Ly h-IL
o(5) +o(g) =rx=2=g |t | :

Par conséquent, la loi de X est donné par :

(¢) E(X) : La variable X admet une espérance car la série Z nP(X = n) converge. En effet, I'égalité

n=2

S-S5 (5) +3 (5)) iz () e ()

n=2 n=2 n=2 n>2
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. o o . 2 1 .
montre que cette série est une combinaison linéaire de deux séries convergentes (car 3 et —3 appartiennent a

] — 1,1]). On peut donc utiliser la question 4.3, ce qui montre que E(X) =

15
1

E(X(X —1)) : La variable X (X — 1) admet une espérance ssi la série Z n(n — 1)P(X = n) converge. L’égalité

suivante

n=2

. . s . 2 1 .
montre que cette série est une combinaison linéaire de deux séries convergentes (car 3 et 3 appartiennent a

]—1,1]) et on a

EX(X -1)]

V(X) : Les variables X
également une espérance

variance et 'on a

www.mathematiques.fr.st

E(X?)

V(X)

et

— B(X?) - (B(X))?

+oo
> nn-1)P(X =n)=
n=2
2\ 2
3

—+oo

n=0

20

X(X — 1) admettent une espérance donc la variable X + X (X — 1) = X? admet
et comme X admet aussi une espérance, on en déduit que la variable X admet une

8

1 2
3) 129

an(n— 1) (;)

)

15
4

)

BIX + X(X —1)] = B(X) + E[X(X - 1)]

w0

_ 9%
16

"oq
_’_7

3

15

4

—+oo

Zn(n -1

n=0

129

8

159

8

(

1\
3
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