PHEC1 Correction feuille d’exercices 24 2004-2005

correction de I’exercice 1
Pour commencer, on se rappelle que

o les séries > xF, 3 ka®, > k(k — 1)z*, Y k22 convergent ssi x €] — 1,1] et que

k>0 k>0 k>0 k>0
d (X d [ 1 2 (X 21
Ve € |—1,+1], = — L [ . — L
v * Zx dx <Z$> dx <1—a:> da? (Zz dx? <1—x>
k=0 k=0
+00 2
k=1 _ _ _
’;)kx = 1_332”2]” Zk Dz 3X$Zk Dz (1_33)3
" +“}$n
o la série > —] converge pour tout réel x et que Z — = exp(x)
n>=0
-1 " 1
@) La serie > (n ) = > n(n—1)( -] converge puisque — €] —1,+1[ et 'on a
n=0 n=0 5 5

n
1
b) La série Z —=>n () converge puisque £ €]—1,+1[ et lon a

n>15n n>0

)
X
/N
Ut
"
(V)
—_

15

ig Z <)” i:.O”("1)<;)n+§;n(;>n< 1>3+<1 51>232

n=1 n=0

5

4 5 1\" 1\" 1
)l La seérie S n? + gy g2 <> +5> n (5) converge puisque 3 €] — 1, +1[ (par combinaison linéaire de deux
n=>0 n=0

1
“+o0 2 400 n “+o0 n “+o0 n “+o0 n —
An? + 5n (1 1 1 1 5
E = = 4§ n <5> +5E n<5> 4{5 n(n1)<5> +E n<5) +5x e
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 1—=
2
2 x 1 1
5 5| B

o 13+ 1\ 2 16~ 16
1= 1
( ) (-3)

" n\" 1
) La série (=L"n = n|—= | converge puisque ——- €] — 1,41 et 'on a
3 3

n
n>1 3 n=0

B S () e

n=1 n=0
_1)nn2

B La serie S S0 5~ e <—1>n — Y n(n—1) (-i) +Yn (-é) converge puisque —% €] - 1,+1[ (par

n>1 3n n=>0 3 n=>0
combinaison linéaire de deux séries convergentes) et l'on a

D - R () e () 5 )

n=1 n=0
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-1 n\" 1
B La série > % => nn-1) <—3> est convergente puisque —3 €]—1,+1[ et l'on a

n=2 3 n=0

n —+oo 1
La série Y. — = > — converge (série exponentielle) et Y. — =exp(l) =e
n>0 n' n>0 1! n=0"T
4 1 n+1 _1 n
La série . AL =—4> (=1 converge (série exponentielle) et 'on a
n>0 TL' n>0 n'
+oo
4( 1)71+1 4
—4 =4 1) =—=
T Z = (1) = -
n2" . n2" 2" 2k+1
La série — — = = =2 — est convergente (série exponentielle) et ’on a
ngo nl .5 nl n; (n = k=n-1 5 K kz>:0 k! & ( )
+oo n +oo n +oo n +0 K41 +oo k
n2 n2 2 2 9
S T T Tl o o 2 el
n=0 n=1 n=1 k=0
3n 3k+1 Sk Sk
i) La serie > e = > T 3> i =3[ > o) 1| est convergente (série exponentielle) et I’on a
n>0 (1 sk=ntlgzy R k>1 K- k>0 K-
oo n T gkt 00 gk [(Jroo k) ]
3 3 3 3
| ken | 1 ]
= (n+ 1! k=nt1 = k! = k! = k!

correction de l’exercice 2
1. Loi de X : Par définition, X (2) = N* et, en utilisant le systéme complet d’événements {(Y =1),(Y =2),...} =
{(Y =3)};enx » on a, pour tout i € N*,

+o00 400 oo
P(X=i) = Y P(X=inY =35 =Y p(1-p/+1-p*p ZHZ (1—p) S p
Jj=1 j=1 =1

= P -p)+A-p? 4]+ A=) " ]

= P A-pl+A-p+ - ]+A-p) T pL+p+--]
+o00 too

. . . , ) 1 , 1
= P A=-p)) (1=p + (1 =p)"p> P =pT (1 —p)x —————=+(1-p)'px
= = 1-(1-p) 1—p
= (1-pp' +p1-p)
De méme, Y (2) = N* et, en utilisant le systéme complet d’événements {(X = 1), (X =2),...} = {(X =1i)},cyx , on a,
pour tout j € N*
+oo +oo ‘ ] +oo )
P(Y=j) = Y PX=inY=j) =Y p1-py+1-p)"'p pr +p/(1-p) Y _(1-p)
i=1 i=1 i=1
= (L-pplp+p’+- ] +PA-p)[1-p)+ 1 -p)*+]
= (1=p)p’L+p+---1+pP0-p[1+(1-p) +--]
+oo +oo
= (1 —P)jp22pz +p'(1 —p)QZ(l —p)'=(1-p)p° x 1~ +p'(1—p)? x T—(i-p
=0 =0

= APy (1

2. X admet une espérance et calcul de E(X) : La variable X admet une espérance ssi la série

Y iP(X=i)=> i(1-pp +p1-p))=0-p)> ip'+pY i(l-p)=(1-p)> ip'+pY i(l—p)

i>1 i>1 i>1 =1 >0 120
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converge. Or cette derniére série est une combinaison linéaire de deux séries convergentes (car p et 1 — p appartiennent
40,1 donc a ] — 1,+1]), ce qui implique que X admet une espérance et

400 +o0 “+oo
B(X) = Y iP(X=i)=Y i(Q-pp' +p1—p))=01-p)Y ' +p> i(l-p)
=1 i=1 =1 i=1
D 1-p p 1-p

IR ol GRS el G U Gl Rl

Y admet une espérance et calcul de E(Y) : La variable Y admet une espérance ssi la série

P =) = (-t = oS-y - U Y
J— - pP e / /
1pp23(1—p)3+(pp)23p]

j=0 j=0

converge. Or cette derniére série est une combinaison linéaire de deux séries convergentes (car p et 1 — p appartiennent
4]0,1[ donc & ] — 1,+1]), ce qui implique que Y admet une espérance et

+00 +o0 2 oo 2 fo°
. . . i i P . i, d=p .
EY) = Z]P(Y:J):ZJ ((1—p)<7 1p? 4 1(1—p)2): - Z](l_p)y_kusza
=1 =1 Pi3 p 43
2 4o 2 +oo 2 2
P : ., (1-p) P 1—p (1-p) P
= JL=p) +—=> jp = X + X =1+1=2
1—2’]-2::0 ( ) p ;0 I-p (1-(1-p))? P (1-p)2

3. Variance de X : La variable X (X — 1) admet une espérance ssi la série > i(¢ — 1)P(X = i) (théoréme du transfert)
i>1
converge, ce qui est vrai puisque I'égalité suivante

D (i —1)P (X =) Y ii—1) [(A—pp'+pA—p)'] =D i(i—1) [(1—p)p’ +p(l —p)']

iz1 121 =20

(1=p)Y il —1)p +pY ii —1)(1 - p)’

i>0 i>0

montre que la série considérée est une combinaison linéaire de deux séries convergentes (car p et 1 — p appartiennent a
10,1[ donc & ] — 1,+1[) et l'on a

+o00 +oo +oo
EX(X-1)] = Y i(i-1)P(X =i)=> i(i—1)[1-pp'+p1—p)]=> i(i—1)[(1-pp'+pl-p)]
i=1 i=1 =0
_ S P P 2p? 2(1 — p)?
= (1-p)> ili—1)p'+p) i(i—1)(1—-p) = (1—27)(]L — PP Ay

=0 =0

-:(5) (5

La variable X (X — 1) = X2 — X admettant une espérance et, compte-tenu que la variable X admet également une
espérance, on en déduit que la variable X2 = (X2 — X) + X admet une espérance donc X admet une variance (car X
et X2 admettent une espérance) et 'on a

2 2
B(X?) = E(X(X_l)HE(X):Q(pr) +2<1—p> +lfp+1;p

V(X) = E<X2>—[E(X>]2=2(1fp)2+2<1_p>2+1p +1_p_<1f +1_p>2

» \’ 1-p\° D 1-p p ) 1-p\°
o) () e () e ()
1-p D 1-p D 1-p D

2 2
1— 1—
()5 e
1-p D 1-p D
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Variance de Y : La variable Y (Y — 1) admet une espérance ssi la série > j(j — 1)P(Y = j) (théoréme du transfert)
i>1
converge, ce qui est vrai puisque I’égalité suivante

YN iG-DPY =4) = Y jG-D[@-p P+ A-p)? =D (-1 [A-p P +p (1 -p)?]

=1 J>1 §>0

T

J>O 7=0

1_

montre que la série considérée est une combinaison linéaire de deux séries convergentes (car p et 1 — p appartiennent a
10,1[ donc & ] — 1,+1[) et 'on a

+oo
EY(Y-1] = Zj(j—l) ij—l —p) P+ (1 - p)?]
i-;o 9 +oo 1— )2 400
= D JG-D[A=p TP+ 00’ = =) G- D -p) + . > a6 -1
Jj=0 j=0 j=0
p? 2(1 —p)? (1-p)? 202 1—p p
—pU--py ' » G-pp 2 p 1o

La variable Y(Y — 1) = Y2 — Y admettant une espérance et, compte-tenu que la variable Y admet également une
espérance, on en déduit que la variable Y? = (Y2 —Y) + Y admet une espérance donc Y admet une variance (car Y
et Y2 admettent une variance) et I’'on a

E(Y?) = E(Y(Y-1)+EY)=2x-_F

1_
+2><1pp+2=2(pp+p+1>

V(X) = E(XQ)—[E(X)]2:2<1_p+p+1) —4:2(1_7”+1p—1>
4. D’aprées ’énoncé, on a
PX=1nY =1)=p*1-p)+ (1 -p)*p=p1-p)(p+1-p)=p(1-p)
et d’apres la question 1, on a
P(X=1)P(Y =1)=[(1=p)p+p(1 -p)] [p” + (1 —-p)*] =2p(1 —p) [p* + (1 = p)?]
Par conséquent, en tenant compte que p et 1 — p appartiennent & |0, 1[ et sont distincts de %, on a
P(X=1nY=1) = PX=DPY =1)spl-p)=2p1-p)[p°+(1-p?e1=2[p"+1-p?

1
& 1:2(2p2—2p+1)<:>4p2—4p+120<:>p:(2p—1)2=0<:>p:5

1 1
ce qui est absurde car p # 3 donc les variables X et Y sont dépendantes lorsque p # 3

5. En utilisant ’énoncé et la question 1, on a, pour tous ¢ et j dans N*|
N /1) 1 1\* IS RS A 1\?
1—=) (=) +=(1-= 1— - - - 1— -
D396 @ 0 -
1\ i+! 1\ i+! 1\ 1\ 1\ i+! 1\
z z Z Z —l2( = 2( =
66666 6
it+j

(=2 (-6 G0 6

donc Vi,j e N, P(X =49 P(Y =j)=P(X =1ietY =j), ce qui implique que les variables X et Y sont indépen-

o
>
I
=
L.<
g
I

Il
N o N T/

P(X=ietY=j) =

dantes lorsque p = 5
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correction de ’exercice 3
1. On répeéte indéfiniment 'expérience £ " piocher une boule dans 'urne ", les expériences étant mutuellement indépen-
dantes et X représente le rang de réalisation de I’événement A " obtenir une boule blanche " dont la probabilité est
égale & p donc X suit la loi géométrique G(p), c’est-a-dire

Xi1(Q)=N*, VneN* P(X;=n)=(1-p)"'p

En particulier, X admet une espérance et une variance et on a

S n—l S n—1 1 1
BE(X:) = ;n(l—p) p=pn§::0n(1—p) X g
400 ne +o00 - ) 2(171))
E(X (X -1)) = nZIn(nfl)(l—p) (1fp)7;n(n—1)(1fp) 2:1;(1,10)(1_(1_17))3 —
E(X}) = EXi(Xi-1)+E(X)= 1, 2<1p;1?) _ 2])—219
V(X)) = B(XY)-[Ex)pE=2 L_1°7

p>  p* p?

2. Loi de X5 : Etant donné que l'on ne peut obtenir la 2-iéme boule blanche qu’a compter de la seconde pioche, il est
immédiat que X5(Q2) = N\{0, 1}. Le rang d’apparition de la seconde boule blanche dépendant du rang d’apparition
de la premiere boule blanche, c’est-a-dire des événements {(X; = 1), (X1 =2),..} = {(X1 =14)},cn« - En utilisant le
systéme complet d’événements {(X1 = 4)}, yx , 0N a

+oo Jj—1

+oo
Vi € N\{0,1}, P(Xo=j)=) P(Xi=inXo=j)=» P(Xi=inXo=j)+) P(Xi=inX,=j)

i=1 i=1 i=j ~

Jj—1

— Z(l p)J 2p2_ j22zl_3_1 )J22

i=1

Justification des calculs de probabilités : Etant donné que la seconde boule blanche apparait nécessairement apres
la premiére boule blanche (!!), l'événement (X1 =iN Xs :Qest tmpossible lorsque © > j. Lorsque 1 < j & i< j— 1,
Uévenement (X1 =iN Xy = j) est identique a 'événement By N---NB;_1NB;NB11N---Bj_1 N Bj, ou By, désigne

l’événement " obtenir une boule blanche a la k-iéme pioche

" Etant donné que ces événements sont mutuellements

indépendants, que deuz de ces événements ont pour probabilité p et les j — 2 autres ont la probabilité (1 — p), on en
déduit que

P(X, = inXy=4j)=PBin--NBi1NB;NB1N-B,_1NB)

Espérance de X5 : La variable X5 admet une espérance ssi la série

Y iP(Xa=34)=> G -DA-p P =p*> (G- 11 -p)J-

n>2 j>2 j>2

converge, ce qui est le cas car 1 —p €]0,1[ donc a ] —1,1[ et l'on a

3. (a)

+oo.. 2 )
:;](Jfl)(lf yi~ 2p2,p22“f1 (1—p)i~ :png

La variable Y, représente le nombre de pioches nécessaires entre l'obtention de la r-iéme boule blanche et la
(r 4+ 1)-itme boule blanche. Si 'on considére comme lancement " 0 ", le lancer qui a fourni la r-iéme boule
blanche, la variable Y. représente le nombre de tirages nécessaires a 1’obtention d’une boule blanche donc Y, suit
la loi géométrique G(p), ce qui implique les identités suivantes

Vo) =N*, VKeNX, P(Y,=k)=(1-p)p, B(Y)=-
On procede par récurrence en posant (P,) : " X, admet une espérance ".
Initialisation » =1 : (P;) est vraie d’aprés la question 1.
Hérédité : Supposons (P,) vraie et montrons (P,11), c’est-a-dire supposons que X, admet une espérance et
montrons que X,;; admet une espérance. D’aprés la question 3.a) la variable Y, = X,.; — X, admet une

espérance et, puisque ’hypothése (P,) est supposée vraie, la variable X, admet une espérance donc la variable
X, = (X,11 — X,) + X, admet une espérance, ce qui démontre (P,;1) et achéve la récurrence.
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(¢) D’apres la question 3.a), on a

1 1 1 1
EY,) = » S EX,p1—-X,) = » < E(X,41) — E(X,) = » < E(X,41) = E(X,) + »

1
ce qui montre que la suite (E(X,)),cnx est arithmétique de raison — donc

1 1 1 7
VTGNX, EX,)=r—-1)x-+FEX])=r—-1)x—-—+-=-
(X)) =(r =) x Z+BX) = (r-1)x_4 =

4. (a) Pour obtenir la r-iéme boule blanche, il est indispensable d’effectuer au moins r pioches. Il est dés lors évident
que

X (Q)={r,r+1,r+2,...}={k, k€Netk>r}

(b) 11 est immeédiat que (X, = k) = Ag N By, lorsque r < k donc

VkeNetk>r P(X,=k)=P(A.NBy) = P(A)Pa,(By) = K; B Dpr—l(l _ p)k—r:| ] = (1: - Dpr(l_p)k_r

Justification de calcul de probabilités :

P(Ay) : On souhaite obtenir v — 1 boules blanches en k — 1 pioches (donc on obtient (k—1)—(r—1)=k—r
boules non blanches). Les pioches s’effectuant dans des conditions absolument identiques et indépendantes, on se
trouve dans le cadre du schéma binémial, ce qui nous donne P(Ay) = (Zj)p“l(l —p)kr

Py, (By) : L'événement Ay, est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement By. Autrement dit, on a effectué
k — 1 pioches dont r — 1 ont fourni des boules blanches et on souhaite que la k-iéme pioche fournit une boule
blanche. Les pioches étant mutuellement indépendantes, cela revient a calculer la probabilité d’obtenir une boule
blanche en une pioche donc Pa,(By) = p.

Remarque : En combinant la loi de X, obtenue dans cette question avec la question 4.a) et en utilisant [’égalité

k
classique (;) = 7(21), on en déduit que la série
r

Skrtt = (= (12) Sk () 5 (o

k>r k=r

converge, donc pour tout p €]0,1], la série > (;) (1—p)* est convergente, ce qui n’est nullement triviale du point
k>r
de vue de l’analyse, et 'on dispose en outre de l’identité remarquable

o) = Lo Ea( o romn e () B0

k=r k=r
N p T+§ r (1 )k r<:>+§ r (1 )k (1_p)k
r|{—— - = - - =03
1— D k b P k b prJrl
k=r k=r
En effectuant le changement de variable v =1 —p < p=1— =, on en déduit que Yz €]0,1[, la série Y (})z*
k>r
+oo ZL‘k
est convergente et l'on a > (Z)Jik = W, ce qui est une égalité classique souvent admise ou redemontrée
k=r -z

dans d’assez nombreux sujets de concours.

correction de 1’exercice 4
1. L’événement (N = n) est réalisé et 'on souhaite la réalisation de I'événement (X = k), autrement dit, n voitures
arrivent au péage en 1 heure et on souhaite que k voitures se présentent au guichet n® 1. On réalise donc n expériences
identiques & £ " la voiture se présente au péage ", mutuellement indépendantes et on souhaite k réalisations de

1
Pévenement A " la voiture se présente au guichet n° 1 ", dont la probabilité est égale & — (chaque péage étant choisi
m

avec la méme probabilité). Par conséquent, on se trouve dans le cadre du schéma binémial donc

e weoal, meair—n= () (1) (1)
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2. Le nombre de voitures se présentant au guichet n°® 1 dépend évidemment du nombre de voitures présentes au péage,
c’est-a-dire des événements {(N = 0),(N =1),...} = {(N =n), n € N}.En utilisant le systéme complet d’événements
(N = n)pen, la formule des probabilités totales nous donne

“+o0 k—1 “+oo
P(X=k) = Y P(N=nNX=k =Y P(N=nnX=k)+ Y P(N=nnX=k)
n=0 n=0 -0 n=k

“+ o0 +oo
= Y P(N=nnX=k)=Y P(N=n)Py_n (X =F)
n=~k n=~k

Justification : On ne peut avoir plus de voitures au guichet n® 1 que de voitures présentes au péage donc I’événement
(N =nNX = k) est impossible lorsque k > n < n < k.

3. Puisque N suit la loi de Poisson P()), ¢’est-a-dire

/\n
= 67A7

N(Q)=N et ¥YneN, P(N=n) i

les questions 1 et 2 nous donne les égalités suivantes

SR 08) = () St (on)

n==k n=~k

|
>
I
=
[

i=n—k k! j!

k! - m

) e (m) Jio( )\nk)' (1_1>"—k ¢ (m) Jf/\j+k (1_1>j
G ey ) ey

i
i=0 7’ =

4. En utilisant la question précédente, on constate que la somme correspond a la somme de la série exponentielle donc

k k
e e o) ()

A
On en déduit immédiat que X suit la loi de Poisson P <)
m

A
5. D’apres le cours sur la loi de Poisson , on a BF(X) =V(X) = —.
m

correction de ’exercice 5
1. L’événement (N = n) est réalisé et 'on souhaite la réalisation de I’événement (X = k), autrement dit, n colis sont
expédiés et souhaite que k colis soient détériorés. On réalise donc n expériences identiques a £ " expédier le colis ",
mutuellement indépendantes et on souhaite k réalisations de I’événement A " le colis est détérioré ", dont la probabilité
est égale & t. Par conséquent, on se trouve dans le cadre du schéma binémial donc

VneN, Vkel[0,n], Pyen(X=F) = (Z) -tk

2. Le nombre de colis détériorés dépend évidemment du nombre de colis expédiés, c’est-a-dire des événements { (N = 0), (N =1),.
{(N =n), n€N}.En utilisant le systéme complet d’événements (N = n),en ainsi que la formule des probabilités
totales et en tenant compte que événement (N = nNX = k) est impossible lorsque n < k (on ne peut avoir strictement
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plus de colis détériorés que de colis expédiés), on en déduit les différentes égalités suivantes

+o0 too
P(X=k) = Y PIN=nNX=k)=Y P(N=nnX=k)+Y P(N=nnX =k)
-0 n=k
= Y P(N=nnX=k)= ZP ) Pven) (X =k)=) e o )a=n
n=~k n=~k

A" n! e e
= *Mzn'k'n_ - = k! Z(n—k)!(l_t) '

7/\k:+°° Jj+k
= CESEC A =n-h)

k! = 4!
e AR TR N ioe MR IR ;
J= J=
e MR AR (A)*

donc X suit la loi de Poisson P(A\t).

3. Les calculs sont absolument identiques (et laissé au lecteur) en remplacant X par Y, ¢ par 1 — ¢ (probabilité qu’un colis
ne soit pas détérioréa, on obtient au final

Y(Q)=N et VgeN, P(Y=q)=exp(—k(1—t))w

4. On se dit que le nombre de colis détériorés dépend du nombre de colis non détériorés et réciproquement donc on pense
que les variables X et Y sont dépendantes .......

5. D’une part, les questions 2 et 3 nous donne

k _ q k(1 _ +)4
Vh,q €N, P(X = k)P(X = q) = exp (=) (AI;) exp (—A(1 — t))w — e*ww%

Ensuite, pour calculer la probabilité P((X = k) N (Y = q)), nous devons considérer le systéme complet d’événements
(N =n)pen (le nombre de colis détériorés et non détériorés dépend du nombre de colis expédiés) donc

P(X=kN¥ =¢)=) PIX=kN({Y =¢) NN =n)

Or N = X +Y donc lorsque n # k + ¢, ’événement (X = k)N (Y = ¢) N (N =n) est clairement impossible donc
P(X=k)N(Y =) =P[(X =B)N (Y =) (N = k+q)] = P[(X = k) (1 (N = k+q)]

En effet, la réalisation de ’événement (X = k)N(Y = ¢)N(N = k+q) implique celle de 'événement (X = k)N(N = k+q).
Réciproquement, si 'événement (X = k) N (N = k 4 q) est réalisé alors, étant donné que N = X + Y par définition,
on a nécessairement Y = (k + q) — k = ¢ donc I'événement (X = k)N (Y = ¢q) N (IV = k + q) est réalisé.

Pour finir, en utilisant les questions 1 et 2, on obtient

Ly AR k+q .

P(X = k)N =q)=PN=k+qQ)Pnckiq(X =k)= [e A(Hq)! [( N )tk (1—1) }
k(1 _ )
efk)\k"rqtk‘(l _t)q % (k‘—il_q)' % (kqu?y _ e,)\>\k+qt (1k'q't)

ce qui entraine que
Vk,qeN, P((X=k)N(Y =q)=PX =kP(X =q)

donc les variables X et Y sont indépendantes !!!

En fait, la connaissance du nombre de colis détériorés ne peut déterminer celui du nombre de colis non détériorés
car le nombre de colis expédiés n’est pas défini donc celui du nombre non détériorés également. Réciproquement la
connaissance du nombre de colis non détériorés ne peut déterminer le nombre de colis détériorés.
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