PHEC1 Correction feuille d’exercices 23 2004-2005

correction de I’exercice 1
1. Pour tout entier n, la fonction z — (Inz)™ est continue et positive sur le segment [1,e] et 'intégration porte sur des
bornes croissantes (1 < e) donc I, > 0. Ensuite, on a

e € e €

Iy —1I, = /(lnm)"“dm - /(lnx)"dac = / [(lnz)"* — (Inz)"] dz = / (Inz)" [(Inz)—1]dx <0 (car 1< e)

1 1 1 1 >0sur [1,e] <O sur [1,€]

donc la suite (I,,), est décroissante.

2. Analyse du probléme : L’intégrale I, fait intervenir une puissance n + 1 de Inx et 'intégrale I,, fait intervenir
une puissance n de Inz. Pour exprimer I, en fonction de I, et I,, doit comporter un facteur n + 1 (I’exposant de
Inx dans I,,11), c’est-a-dire que 1'on doit utiliser un procédé de calcul intégral qui transforme une puissance n + 1 (de
In z) en une puissance n (de Inx) et qui fait apparaitre le facteur n + 1. L’intégration par partie est un bon candidat si
I'on dérive z +— (Inz)" 1. Par contre, "il n’y a pas d’autre fonction" sous le symbole intégrale. On y remédie aisément
grace a Pastuce (Inz)"* =1 x (Inx)"+1.

Synthése : On pose { u=In2)"* o =m+1)(Inz)(lnz)" = (n+1)
v =1 v==

(In )™
, ce qui nous donne

€ €

Iy = /(lnac)"Jrl = [x(lnx)"“]i: - /x(n + 1)%(@ =e—(n+1) /(lnx)"dac =e—(n+1)I,

3. D’apres la question 1, on a I,, > 0 pour tout n € N. Ensuite, 1’égalité I,,+1 = e — (n + 1)1, obtenue a la question 2,
combinée au fait que I,,11 soit positif, implique que

e—n+ 1), >0&e> (n+ 1), il>1n.

e
4. Puisque lim = lim 0 =0, on peut donc appliquer le théoréme d’encadrement & ’encadrement de la question
n—+oom + 1 n——+o00
3 donc hrf I, = 0. Ensuite, en passant a la limite dans 'égalité I,,+1 = e — (n + 1)1, on obtient
n—-—1+0oo
O=e— lim (n+ 1), lim (n+ D, =es (n+1)I -y ‘ ‘el c
=€ n—1>r-&r-1<>o n n n—l»r-{loo " n=¢€ n n n—-+o0o € n n—+oo N —|— 1 n——+oo N n n—-+4oco n

correction de I’exercice 2

1
1. Analyse du probléme : La majoration doit faire intervenir et lintégrale I, fait intervenir - Puisque
n!

(n+1)!

1
¢ R il suffit donc de montrer que [(1 —t)"e’dt < %. Il est clair que le facteur e vient du fait
n

- = — X
(n+1)!  nl
que 'on majore e par e sur l'intervalle [0,1]. Par contre, on ne peut majorer la fonction (1 — ¢)™ par 1 car cela nous

1
donnera la majoration [(1 —¢)"e'dt < (1 —0) X 1 x e = e, ce qui n’est pas la majoration voulue, donc nous n’allons

0
pas majorer la fonction (1 — ¢)™ et nous calculerons explicitement son intégrale sur I'intervalle [0, 1].
Synthése :

Vn e N, Vtelo1],

1 1 1 1 —(1—t)"+1 =1 .
0 < (1—-t)e 1—t”e:>/0dt / t)"etdt < /l—t edt:e/(l—t)"dt:e _ = —
n+1 =g n+1

0 0 0 0

1
1 e e
= 0<I,=— [(1—-t)"eldt < =
n!/( e mtl)xn  (n+l)
0

Puisque hm % tim 0= 0, le théoréme d’encadrement appliqué & ’encadrement 0 < I, < —© _ montre
n—-+o0 (n + 1) n—-+o0o (n + 1)'
que lim [, =0.
n—-+o0o
1
2. Analyse du probléme : On doit exprimer l'intégrale I,, = f 1 — t)"etdt en fonction de lintégrale I,, 1 =

O
1

-

)"~ Letdt. Autrement dit, on doit transformer la puissance (1 —¢)™ en une puissance (1 — )"~ ce qui
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est possible par une intégration par parties, en intégrant ’exponentielle et en dérivant ¢ — (1 — ¢)™.

— _ +\n [ AV _#\n—1 _ _ _ +\n—1
Synthése : On pose { Z’:(elt t) Z* ;(1 1=t n(1-t) , ce qui nous donne

1

1 1
1 t L t1t=1 -1t 1 -1t
I, = a/(1—t)"e dt:a [(l—t)"e]tzo—/—n(l—t)" eldt y = i AL (1—t)" teldt
0 0 0
1 1
1 1
_ _7_"_2 (1 )n 1tdt / n 1etdt:_7+1n71
n!  nl ' n!
0 0
no1
3. Pour la premiére égalité, on procéde par récurrence en posant (P,): I, =e— > R
k=0 K
1 r 0 td — 1 td — t=1 _
*Oiflft)et*fe t=[e'],g=e—1 0 1
Initialisation n =0 : 0 0 1 1 =Ih=e— Y. 7 donc (Py) est vraie.
——e——:e—l k=01
Z k! 0!
no1
Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,1), c’est-a-dire, supposons que I, = e — > o et montrons que
k=0 K
n+1 1
I +1 =€ — -—.
" k=0 k!
En utilisant la relation de récurrence de la question 2, on a
1 n+1 1
I = I _— _—_— = — _—
=k o e (k) - e L
ce qui démontre (P,,11) et achéve la récurrence.
no1 no1
Puisque I, =e— >, — et que lim I, =0 (question 1), on en déduit que lim =e.
k=0 k:' n—-+00 n—-+o0o k=0 k/"
n ok
Remarque : On démontre, et nous le ferons en devoir & la maison, que pour tout réel x, lim T e

n—+00 £ k;l

correction de I’exercice 3
1. Monotonie des suites (I,,), et (J,,)

1 1
I I /tn+1_tndt / tn (t—1) dt<0 (car0<1)
ntl—In = ————dt = — - < car 0 <
14 ¢2 14+t2 ——
0 _— <0 sur [0,1]
>0 sur [0,1]
1 1
Lﬁlfﬂlzzl/ﬂwl " In(1 + t?)d /ﬁ (t—1) t"In(14+t)dt <0 (car 0< 1)
0 0 <0sur[0,1] >0 sur [0,1]

donc les suites (I,), et (J,), sont décroissantes.

2. Analyse du probléme : La majoration de I,, dépend de n donc on ne peut pas majorer le facteur ¢™ par 1 (sinon, la
majoration de I, serait indépendante de n) donc nous n’allons pas majorer ce facteur et nous calculerons explicitement

Iintégrale correspondante. Par contre, nous allons majorer le facteur T2 par 1, ce qui est évident.
T

Synthése :

1 1 1
tn " tn N tn+1 1 1 1
VneN, vtelo,1], 0< <t = [ 0dt < dt < | t"dt = - s0<1, <
142 1 +t2 n+1],_, n+1 n+1
0 0 0

Puisque lim 0= lim = 0, le théoréme d’encadrement s’applique a I’encadrement précédent donc lim [, =
n—+oo n—+oon + 1 n=—too
0.
1
3. Analyse du probléme : On doit exprimer lintégrale J, f n(1+ t%)dt en fonction de lintégrale I,y =
0
1 tn+2

1
dt. On remarque que la fonction ¢ — In(1 + ¢2) a disparu et que la fonction T e est apparue. Le seul

Of1+t2
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2t
moyen sensé est de dériver la fonction ¢ — In(1 + t2), dont la dérivée est 7 ce qui nous incite a procéder par une
intégration par parties, en dérivant ¢ — In(1 + ¢2) et en intégrant ¢ — ¢".
o, (1Y 2t
u = ln(l +t ) u = 5 = 3
Synthése : On pose t”l +t L+t , ce qui nous donne
v =1t" v =
n+1
i Pt In2 2 P2 In2 2
t n t n
t" In(1+¢2)dt = In(1+ %) / dt = — / dt = — I
/ a1+ [ n(l+ n+1 1+t2 n+l n+1) 1442 n+l n+1 "t
0 0 0

4. Puisque hm I, = 0 donc hm I,+2 = 0, en passant a la limite dans 1’égalité précédente, on obtient hm Jn = 0.

In2 2
Ensuite, en multipliant par n I'égalité J,, = ne ——J,,, on obtient
n+l n+1
In2 2 In 2
ndy = 22 g = lim nd,=In2-2x0=I2&n), ~ In2aJ, ~ —=
n+1 n+ 1 n—-+00 n——+oo n—+oco N
N—— _,0

—In2 —2

correction de 1’exercice 4
1. Analyse du probléme : La majoration de I,, dépend de n donc on ne peut pas majorer le facteur 2™ par 1 (sinon, la
majoration de I,, serait indépendante de n) donc nous n’allons pas majorer ce facteur et nous calculerons explicitement

V1+ 22

Iintégrale correspondante. Par contre, nous allons majorer le facteur par 1, ce qui est évident.
Synthése :

1 1
"

1
.’L'" n+1 1 1 1
VneN, Vrel0,1], 0< —— <2"= [ 0dz < Nt = = e0<I,<
n r € [0,1] T <7 / z /T+x2 /x [n+1] — —
0 0 0

Puisque lim 0= lim = 0, le théoréme d’encadrement s’applique a ’encadrement précédent donc lim I, =
n—-+4oo n—+4oo n 1 n—-+oo
0.

2. Analyse du probléme : Il suffit d’encadrer 'intégrale J,, par deux expressions tendant vers 0. Il est évident que J,
est positive donc il suffit de déterminer une majoration de J, qui tend vers 0. En particulier, cette majoration doit

(14 22)v1 + 22

dépendre de n !! Il suffit simplement de majorer par 1 (ce qui est évident) et de ne pas toucher le

facteur 2™ puis d’intégrer.

Synthése :
1 1 1
xn+2 4o od $n+2 p +2d
Yn € N, Vzel0l], 0 ——F—= < z" :>/ x</—m</x" x
o (1+22)V1+2? ) ) (L+a?)Vi+a?
n+3 1 1
s 0< < |2 = S0<J, <

n+3],_, n+3 n+3

Puisque lir+n 0 = lirf = 0, le théoréme d’encadrement appliqué & l’encadrement précédent montre que
n—-—+oo n—-+oo n
lim J, =0.
n—-4o0o
A 0 r f P
3. Analyse du probléme : On doit exprimer 'intégrale I,, = | ———=dx en fonction de 'intégrale J,, = | —————dx
Y P P ® ({\/1—1—182 5 f(1+x2)\/1+:c2

= (14 22)~1/? a disparu et que la fonction = (1422)73/?

1 1
V1+ 22 (14 22)V1+ 22
est apparue. Le seul moyen sensé est de dériver la fonction = — (1 + 22)~/2, dont la dérivée est —z(1 + 22)73/2, ce
qui nous incite a procéder par une intégration par parties, en dérivant z — (1 + xQ)*l/ 2 et en intégrant t — ™.
Synthése : On pose

On remarque que la fonction x —

1 1 -z
wu=1422)"12 v =—-Z(1422)1+2?)32=—--20)1+2?)32=—2(1+2?)32= — "
(1+22) (1 ) = (2o (a3 =
n+
v =" v="1
n+1
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ce qui nous donne

.Z‘n .Z‘n+1 L n+1 -z
I, = /dmz[ } / ( )dm
) V1422 . 1—|—x2 ) n+1\(1422)v1+ 22
1
1 1 1

dx: + J,
(n+1)Vv2 n-i-lo/ 1—|—x2 V1422 (n+1)v2 n+1""

En multipliant cette égalité par n, on obtient

n n 1 1
nl, = + J, = lim nl,=—+1x0=—
(n+1)V2 n+lw~ notoeo V2 V2
—_— 0
~>1/\/§ -1
R NSt tré 1 1
emarque : on a ainsi montré que I, -~ ——
q q n"too a2

correction de I’exercice 5

1
1. Analyse du probléme : On doit exprimer l'intégrale I,,, , = [ 2™ (1 — z)"dz en fonction de l'intégrale I, 1,41 =
0

Ja™ (1 — z)"*'dz. Autrement dit, on doit augmenter le degré de (1 — ) et diminuer celui de z. Il est immédiat

qu’une intégration par parties convient, en intégrant (1 — x)™ et en dérivant =™
m / m—1

U= u' = mx
Synthése : On pose -z e (1 —z)*! | ce qui nous donne
= T V= o
! )+l n+1 !
1—
Ipn = /mm (1-2)"de = |z™ —( /mw —L) de = = /xm_l(l — )"t
’ n + 1 n+1 m>0n + 1
0 0
= 7Im n
il 1,n+1
2. On proceéde de proche en proche
7 _ mI _m o m—1 I _m ><m—le—Q _
mmn n+1 m—1,n+1 — n+1 (TL + 1) +1 m—2,n+2 — n+1 n+2 n+3 m—3,n+3 —
om ><m—le—Q>< o m—(m—1) I
= o ) T2 i3 n+ (m — 1) +1 m—(m—1)—1,n+(m—1)+1
B m Xm—lxm—Q>< o 1 7 B m! 7 B m! 7 _ m!n! 7
= e 1 nr B) n+ 3 n+m O,n+m — (TL + 1) . (TL +m) 0,n4+m — ( ¥ m) o,n+m — (n I m)| 0,n+m
n!
1 1— n+m-+1 1
3. Ippam = [(1—2)"td = _( =z = —— donc
’ 0 n+m+1 | _, nt+tm+l
m!n! 1 mln!
Im,n =

(n+m)! nrmal (n+m+1)!

correction de I’exercice 6

1. Ne récurrons surtout pas (on n’a pas inventé le lave-vaisselle pour rien tout de méme :-)). Il suffit de se rappeler que
n+1

1 —
Z q* % lorsque g # 1 (souvenirs, souvenirs .... de début d’année)
q

1— (_t)n-H 1— (_1)n+1tn+1 1 (_1)n+1tn+1

1)k = AT _ — _

Z( ) Z( )—tyél 1—(-1) 1+t 1+t 1+t
1tn+1

1+1¢
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2. En multipliant I’égalité précédente par ¢* puis en intégrant sur le segment [0, 1] et en utilisant la linéarité de U'intégrale,

on a
t* - ket e [ - k / ket +1 [ et
= t ® nTtt e = dt = -1 T -1)" dt
G m Ve s [ =Syt [ ot [ S
=0 0 k=0 0 0
L t* k tk-l-l-‘rl t=1 i L tn-l—z-‘rl
& —1 P E—— + (=" /7dt
O/l-l—t 0( ) |:k’—|-$+1:|t_o ( ) J 1+t
! T ! 141 ! T ! L+x+1
t t" t* t"
= 1 ”+1/7dt(:>/ dt =S, "+1/
/1+t Zk+l‘+1 ( ) 1+t 14+t (
0 0 0 0

1 t7z+z+l
3. Analyse du probléme : On doit encadrer l'intégrale [
0

1
majoration dépendant de n. C’est immédiat en majorant uniquement 41 par 1.
Synthése :
1 1 1 1
tn+a:+l tn+m+1 tn+:p+2 = 1
vn € N, Vvte[0,1], 0< Lt o /Odt g/ dt < /t”*”ldt: —_ =
1+t 1+1¢ n+zr+2),_, ntz+2
0 0 0
1
t7L+ac+1 1 1
/ 1T t\n+z+2<n—|—2 (carx 20doncn+x+2>n+2)
0
1 tn+x+1
Puisque lim 0= lim = 0, le théoréme d’encadrement s’applique a I'encadrement précédent donc lim [ dt
n—-+oo n—-+oo n, + 2 n—-+00 () 1+t
T 1 n+x+1
0. Or, on sait que f T tdt - S,(z) = (=1)n*t f dt et la suite (—1)"*! étant bornée, on en déduit que
0
1 1
. e . t*
nEr—II-loo / g tdt —Su(z) | =0& ngrilm Sp(x) = / T tdt
0 0
n (_]_)/7C 1 +
R o =0 déduit li =[——=[n|1+t¢ =1In2
emarque : lorsque © =0, on en dédui quenlglmk 1 ({1+t In|1 4]y =In

correction de I’exercice 7
1. Analyse du probléme : Il suffit d’encadrer l'intégrale I,, par deux expressions tendant vers 0. Il est évident que I,,
est positive donc il suffit de déterminer une majoration de I,, qui tend vers 0. En particulier, cette majoration doit

dépendre de n ! 11 suffit simplement de majorer T par 1 (ce qui est évident) et de ne pas toucher le facteur a™
x

puis d’intégrer.

Synthése :
1 1 1
Vn € N, Vzxel0,1], 0< all <z2" = [ 0dr < T _dr< [ 2"de
’ ) I ~X 1 +x ~X X 1 +£L’ X
0 0
gnt1 =t 1 1
n+1],_, n+l1 n+1
Puisque lim 0 = lim = 0, le théoréme d’encadrement appliqué & l’encadrement précédent montre que
n—-4oo n—-+4oo 1N +
lim I, =0.
n—-+oo
1 anrl
2. Analyse du probléme : Au premier abord, on se dit qu’il faut exprimer I,,41 = [ " dz en fonction de I,, =
0 x
Logn 1
f g dx. On est bien tenté par une classique intégration par parties. Soit on intégre x — T3 on obtient du
O :I:
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In(1 + ), ce qui ne convient manifestement pas, soit on intégre x — x™ et on dérive x — ————. Je laisse le lecteur

(1+2)?
s’amuser avec cette méthode et ne pas aboutir.
La force n’ayant pas abouti, on tente la finesse. On se dit que si 'on devait procéder par une intégration par parties,

1
la formule demandée serait I,,11 = P I,,, ce qui n’est pas le cas. Puisque I’énoncé propose I, + I,,+1 = e
n n
nous allons simplifier la somme I,, + I, 1
Synthése :
L n+1 L n+1 L 1 L nt+17e=1 1
o+ Iyt — / dm+/ d:c:/x R / +2), /:L'”dx: i _
1+ 1+ 1+ n+l1l], _, n+l
0 0 0 0

Argh, la finesse vient de Uemporter sur la Force !! Petit Padawan, la Force n'était donc avec nous aujourd’hui :-).
Le calcul de Iy se fait directement et celui de I; par la formule de récurrence.

-l

3. On procede par récurrence en posant (Pp,) : (=1)"I, =In2+

1

(—1)111 = —Il =In2-1

1

eps 1s . — . 1 _1k _11 _1\1 —

Initialisation n = 1 : m2+ 3 ( k) :1n2+( 1) 21 = (=1L ln2+k§1
k=1

_1\k
( ;) donc (P1) est

vraie.

J —1 k

Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (Pp41) vraie, ¢’est-a-dire, supposons que (—1)"I, =In2+ > %
k=1

% (-1t

et montrons que (—1)""'I,,; = In2+ > et en

. En utilisant la rélation de récurrence I, + I,,+1 =

k=1
remarquant que —(—1)"*! = (=1)"*2 = (-1)"(-1)? = (—1)", on obtient

1 _In) _ (_1)n+1 _ (_1)n+1In _ (_1)n+1 =+ (_1>nln

(_1)n+1ln+l

|

—
—_

SN—

3

+

[

N\

n+1 n+1 n+1
1
(=) ~ (D S D
1 +1n2—|—z A :1n2+z A
k=1 k=1
k=n-+1

donc (Py,41) est vraie, ce qui achéve la récurrence.

4. A la question 1, on a montré que hm I, = 0 et, la suite (—1)™ étant bornée, on en déduit que

n—-+

lim (-1)"I, =0« lim <ln2 +Y (=
=1

n—-+oo n—-+00
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