PHEC1 Correction feuille d’exercices 20 2004-2005

correction de l’exercice 1
Cas sans remise :
Loi de R : Tl est évident que R(Q2) = [1,6] (au mieux on pioche 5 boules vertes et donc 1 boule rouge) et

(%) (625
Vk € [1,6], P(R=k)= 15—
(6)
Justification du calcul : Pour les cas possibles on choisit 6 boules parmi les 15 disponibles et pour les cas favorables,
on choisit k boules parmi les 10 boules rouges disponibles et les 6 — k autres parmi les 5 vertes.

10
La variable R suit donc la loi hypergéométrique H(6,10,15) et E(R) = 6 x = 4. Un calcul direct nous donne

6 6 10 5
E(R?) =) F*P(R=k)= Zk2('“21(§)'“) = % = V(R) = B(R?) - (B(R))* = — — 16 = g
k=1 k=1 6

Loi de V : Il est évident que V(€2) = [0, 5] (on peut avoir 0 boule verte si ’on pioche 6 boules rouges) et

5\ ( 10
Vk e [0,5], P(V=k) = %@"“)
(s)
Justification du calcul : Pour les cas possible,s on choisit 6 boules parmi les 15 disponibles et pour les cas favorables,
on choisit k boules parmi les 5 boules vertes disponibles et les 6 — k autres parmi les 10 rouges.

)
La variable V' suit donc la loi hypergéométrique H(5,5,15) et E(V) =6 X = 2. Un calcul direct nous donne

EVQ_ GkQP — k) = 6k2(2)(61—0k‘)_34 Vv _EV2 E(V 2 B
( >_Z <V_ )_Z (15) _7: (V) =E( )_(())—7_2—7
k=1 k=1 6
Les variables V et R ne sont pas indépendantes puisque P(R =1NV = 0) = 0 (on ne peut piocher 6 boules dont
1 rouge et 0 verte) et
10\ 5 5\ ( 10
p— vy —gy— D) B

(¥) (¥)

£0=P(R=1NV =0)# P(R=1)P(V =0)

Cas avec remise :

On considére 'expérience £ : " piocher une boule dans 'urne contenant 10 boules rouges et 5 boules vertes
Puisque les tirages sont avec remise, le fait de piocher 6 boules avec remise signifie que 1’on considére 6 expériences
absolument identiques a ’expérience &, chaque expérience étant indépendante des autres. Les variables R et V
représentent respectivement le nombre réalisations de I’événement A : " obtenir une boule rouge " et de I’événement

"

B : " obtenir une boule verte ". La probabilité de réalisation de I’événement A étant égale & =3 et celle de
5 1
I’événement B étant égale & — = 3’ on en déduit que les variables R et V suivent respectivement la loi binomiale

2 1
B (6, 3> et B <6, 3> , ce qui nous permet d’écrire

R(Q) = [0,6] et Vkel[0,6], P(R=Ek)

2 2
E(R) = 6><§:4 V(R)—6><3><<1—

Lol b0
~— |l

>~ o
SN

V(Q) = [0,6] et Vkel[0,6], P(V=k)

Il
7N
ol @)
N W

E(R) = 6x2=2 V(R):6x1><<1_1)

ol i

3 3 3

Les variables V et R ne sont pas indépendantes puisque P(R =0NV = 0) = 0 (on ne peut piocher 6 boules dont
0 rouge et 0 verte) et

P(R=0)P(V = 0) = <g) (3)0 @)60 « (g) (;)0 (3)60 £0= P(R=0NV =0) % P(R=0)P(V = 0)
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correction de I’exercice 2
1. On considére expérience £ : " le client contacte le service " ainsi que 1’événement A : " le client subit
un retard ". On considére 8 expériences absolument identiques & ’expérience &£, chaque expérience étant
indépendantes des autres et X désigne le nombre de succeés de ’événement A. La probabilité de I’événement

n

1 1
A étant égale a T on en déduit que X suit la loi binomiale B <8, 4> , ce qui nous permet d’écrire

R N ON S REHONON

EX) = 8xi=2 V(X):8><i><<1—i>:

OG5

2. Il est évident que M (2) = [[0,2] et que Yk € [0,2], P(M =k)= S

4
Justification du calcul : Pour les cas possible,s on choisit 4 clients parmi les 8 sélectionnés et pour les cas
favorables, on choisit k clients parmi les 2 clients mécontents et les 4 —k autres parmi les 6 clients satisfaits.

2
Ainsi la variable M suit la loi hypergéométrique H (4, 2,8), ce qui nous donne E(M) =4 X 3= 1.

correction de ’exercice 3

La variable X,, : On considére I'expérience £ : " piocher une boule dans I'urne contenant 2 boules blanches et 8
boules noires " ainsi que I’événement A : " piocher une boule blanche ". On consideére n expériences absolument
identiques a I'expérience &, chaque expérience étant indépendantes des autres et X, désigne le nombre de réali-

2
sations de I’événement A. La probabilité de I’événement A étant égale & 0= 5 on en déduit que X suit la loi

1
binomiale B (n, 5> , ce qui nous permet d’écrire

v = o weman ms-o- Q) 07 () () ()

B(X,) = nx%:g V(Xn):nx%x <1—;> :%
Expression de Y,, : On pioche X, boules blanches et, comme on pioche n boules au total, n — X, boules noires.
Chaque boule blanche fait gagner 2 points, donc les X, boules blanches font gagner 2.X,, points, et chaque boule
noire fait perdre 3 points, donc les n — X,, boules noires font perdre 3(n — X,,) points. Par conséquent, le nombre
de points obtenus est égal a Y,, = 2X,, —3(n — X,,) = 5X,, — 3n.

La variable V;, : Puisque X,(2) = [0,n], on a : Y,(Q) = {6k — 3n, k € [0,n]}. Cet ensemble n’é¢tant pas
explicitable aisément (car X,,(Q2) = {—3n,—3n +5,—3n + 10,...,2n — 5,2n}) on gardera cette notation.

3n+k 3n+k
k 1\ 5 [4\"5
Vk € Xn(Q), P(Xp=k)=P(5Y,—3n=Fk) =P <Yn - 3”; > - <3n”+k> <5> <5>
5
3n+k

Remarquons que k € Y, (Q) alors il existe un entier q € [0,n] tel que k = 5q — 3n donc = q est bien un

nombre entier naturel.

correction de ’exercice 4

La variable Y,, : On considére 'expérience £ : " le puce saute d’une ou deux cases " ainsi que 1’événement A : "
la puce saute d’une case ". On considére n expériences absolument identiques a l’expérience £, chaque expérience
étant indépendantes des autres et Y,, désigne le nombre de réalisations de I’événement A. La probabilité de

n

1
I’événement A étant égale a 3 (la puce choisit au hasard de sauter d’une ou de deux cases), on en déduit que X
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1
suit la loi binomiale B (n, 2) , ce qui nous permet d’écrire

Yo(Q) = [0,n], Vke[0,n], P(Y,=k) = (Z) (;)k <1 ~ ;)”k _ (22;)

E(Y,) = nx%:g V(Yn):nx%x <1—;> :%
Expression de X, : La puce saute Y;, fois d’une case et, comme elle effectue n sauts au total, elle saute de deux
cases n — Y, fois. Chaque saut d’une case permet a la puce d’avancer ..... d’une case (!!), donc les Y,, sauts d’une
case lui permette d’avancer de Y, cases, et chaque saut de deux cases lui permettant d’avancer ...... de deux cases
(sic), donc les n — Y}, sauts de deux cases lui permettent d’avance de 2(n —Y;,) cases. Par conséquent, la puce
avance de X, =Y, +2(n — Y,) = 2n — Y, cases.
La variable Y,, : Il est alors immédiat que

B(X,) = B(2n—Y,) =2n - E(Y,) =2n — - = 3?” V(Xa) = V(20— Yy) = (-1)?V(Y,) =

Puisque Y,,(2) = [0,n],ona: X, (Q) ={2n—k, k<€ [0,n]} = [n,2n] et

Vk € [n,2n], P(Xp=k)=P@2n—Y, =k)=P(Y, =2n— k)= ~2n=F

correction de ’exercice 5
1. On considére 'expérience £ : " lancer le dé D ". Puisque les tirages sont avec remise, le fait de lancers n fois
le dé D signifie que I'on considére n expériences absolument identiques & I'expérience £, chaque expérience
étant indépendante des autres. La variable X,(f) représente le nombre réalisations de ’événement A; : "
". La probabilité de réalisation de I’événement A; (resp. Ag, resp. As)

étant égale a 20 (resp. %, resp. 23), on en déduit que la variable X,sl) (resp. X7(12), resp. X,(f’)) suit la loi

binomiale B <n, 270> (resp. B (n,

o = oo et r-9- () (3) 6-5)" - () (@) ()"

7T Tn 7 7 91
1y — L= VIxXWy = - )= =
E(X,") nX o8 =55 (X)) =nx —=x <1 > n

o < b e (029 )(5) (-8 () (5) (8)”

8 8n 8 8 6
E(X,;) nX o5 =55 V(X)) =nx 55 % <1 > n

o = o e, r(-9)- () (3) (-8)" - () (2 ()"

5 on 5 3
By — P (3)y = - _ 2 )l==
E(X,) n X 50 — 20 V(X)) =n x X <1 > 6"

la face obtenue porte le numéro

5)
) , resp. B (n, 20) ), ce qui nous permet d’écrire

2. L’événement <X7(11) = 0) N (XT(?) = 0> signifie que les faces 1 et 2 ne sont pas apparues lors des n lancers
donc les n lancers ont donné uniquement des faces 3 donc (XT(LI) = 0) N (Xéz) = 0) = (XT(LS) = n) . Par

conséquent, on a
Pl(x®=0)n (x@=0)] =P (x® =n) = (;))n B (Dn
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D’autre part, on a
13\" /12" 13 x 12\" 39 \"
(1) — 2 )= (22 2y = — (2L
P<X” 0>P<X” O) <20> <20> <20><20) <100>

donc P [(X,sl) = 0) N <X7(12) = O)] # P <X,(Ll) = 0) P (Xff) = O) , ce qui implique que les variables X7(11) et

X7(12) ne sont pas indépendantes.
3. On note G, le gain du jeu. Il est immédiat que G, = 1 X X7(L1) -2 X% X,(f) +a X X,(lg). Le gain du jeu est
positif en moyenne si et seulement si

E(Gy) > 0&E (X}LU _2x® 4 aX};”’)) >06E (X}P) _2E (X}P +aE (X,@) >0

™ 8n o5n 1 9
— —2X — X—20-—n(ba—-9)20&5a-920&a> -
20 20 TaXgp 20 a9 GmEzETazy
Ainsi, le gain moyen du jeu est positif si et seulement a > R autrement dit, si chaque lancer fournissant le
numéro 3 rapporte au moins 1,8 euros.
correction de l’exercice 6 1 1 1

1. Variable X7 :Il est immeédiat que X;(Q2) ={0,1}, P(X;=0)
Variable X3 : Par définition, X»(92) = {0, 1}.
La premiére pioche influe sur le contenu de I'urne (selon que 1’on ait pioché une boule blanche, ce qui s’écrit

X1 = 1, ou une boule noire, ce qui s’écrit X; = 0) donc on introduit le systéme complet d’événements
(Xl == 0) et (Xl == 1)

==, PXi=1)=>; BE(X)=-=
5 (X1=1) 5 (X1) 5

P(X2:0) = P(X1:OQXQZO)—I—P(XlzlﬁXQ:O)
= P(X1=0)Px,=0)(X2 =0) + P(X1 = 1)Px,=1)(X2 = 0)

1 c¢c+1 1 1 c+2 1
fy — X +7>< = = —
2 ¢c+2 2 c¢+2 20Cc+2) 2

1 1

P(Xo=1) = 1-P(X2=0)=1—-—-=—
2 2
Justification des calculs :
Pix,—0)(X2 =0) : L’évéenement (X1 = 0) est réalisé, ce qui signifie que l'on a pioché une boule noire au
premier tirage, on remet donc ¢ boules noires supplémentaires dans l'urne qui contient alors c+2 boules dont

c+1 noires et 1 blanche. On souhaite alors que l’événement (Xo = 0) se réalise, c’est-a-dire que ’on pioche

c+1

c+1
une boule noire dans l'urne. La probabilité de cet événement est alors o done Px,—0)(X2 =0) =
c c

+2
P(Xlzl)(X2 =0) : L’événement (X1 = 1) est réalisé, ce qui signifie que l'on a pioché une boule blanche
au premier tirage, on remet donc c boules blanches supplémentaires dans l'urne qui contient alors c + 2
boules dont 1 noire et ¢ + 1 blanches. On souhaite alors que l'événement (Xo = 0) se réalise, c’est-a-

dire que [’on pioche une boule noire dans l'urne. La probabilité de cet événement est alors donc
1
Px,_n(Xe=0) = .
=X =0)=——

Il est immédiat que E(X2) = 7

2. C’est le nombre de boules blanches obtenues au cours des p tirages (cf. le cours). Il est alors immeédiat que

Zp (2) = [0, p].
Loi de Z5 : On sait que Z3(2) = [0,2] et, en utilisant les calculs de la premiére question ainsi que le fait
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que X1(02) = X2(©2) = {0,1}, on obtient

P(Z;=0) = P(Xi+Xp=0)=P[(X1=0)N(X2=0)] =P(X1=0)Px,=0)(X2 =0)
1 c+1 c+1
2712 2(c+2)
P(ZQZ].) = P(X1+X2:1):P[(X1:O) (X :1)]+P[(X1: )ﬁ(XQZO)]
= P(X1 =0)Px,=0)(X2 =1) + P(X1 = 1)Px,=1)(X2 = 0)

1 1 1 1 1
= +7>< =
2 c—|—2 2 c+2 c+2
P(Zy=2) = PX1+Xe=2)=P[(X1=1)N(Xe=1)]=P(X; = 1)P(X1:1)(X2 =1)
1 c+1_ c+1

2" c+2 2(c+2)

Justification des calculs :
Pix,—0)(X2 =1) : L’événement (X1 = 0) est réalisé, ce qui signifie que l’on a pioché une boule noire au

premier tirage, on remet donc ¢ boules noires supplémentaires dans l'urne qui contient alors c+2 boules dont
c+1 noires et 1 blanche. On souhaite alors que I’événement (Xo = 1) se réalise, c’est-a-dire que l’on pioche

donc P(Xlzo)(XZ = 1) = m

Pix,—1)(X2 =1) : L’événement (X1 = 1) est réalisé, ce qui signifie que l'on a pioché une boule blanche

une boule blanche dans l’urne. La probabilité de cet événement est alors 9
c

au premier tirage, on remet donc c boules blanches supplémentaires dans ['urne qui contient alors c + 2

boules dont 1 noire et ¢ + 1 blanches. On souhaite alors que l’événement (Xo = 1) se réalise, c’est-a-
dire que l’on pioche une boule blanche dans l'urne. La probabilité de cet événement est alors et donc
c+1
Pix,-n(X2=1) = .
(x,=1)(X2 =1) )
2
Remarque : on a bien Y P(Zy=k) =1
k=0

3. Calcul de Pz —y) (Xpt1 =1) : L'événement Z, = k est réalisé, c’est-a-dire que 'on déja pioché p boules

(donc on a ajouté p x ¢ boules dans 'urne qui en contenait initialement 2) et que l'on a obtenu k& boules
blanches en p tirages. On a donc ajouté k x ¢ boules blanches et (p — k) x ¢ boules noires. Apres le pieme
tirage, I'urne contient donc 2 + pc boules dont 1 + k¢ boules blanches et 1 + (p — k)c boules noires.

On souhaite que I’évenement X, = 1 se réalise donc on souhaite piocher une boule blanche dans I'urne

qui contient maintenant 2 + pc boules dont 1 + kc boules blanches et 1 + (p — k)c boules noires donc la
1+ ke 14 ke

probabilité de réalisation est 5 , ce qui montre que Pz ) (Xpr1=1)= 5T pe

La (p+1)-iéme pioche dépend du contenu de I'urne aprés p pioches, c’est-a-dire qu’elle dépend du nombre de
boules blanches obtenues lors des p premiéres pioches (le nombre de boules noires s’en déduisant immédiate-
ment). Les événements (Z, = 0), (Z, = 1), ..., (Z, = p) décrivent justement le nombre de boules blanches
aprés p pioches. On utilise alors la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
(Zp = k), efo,p] » €€ qui nous donne

p p P
P(Xpp=1) = > Pl(Zy=k)N(Xpr1 =1 =Y P(Z, = k)Piz,—p)(Xp1 = 1) = = k)
k=0 k=0 k=
= ! zpjkc—l—l < Zp: ! zp:P(Z =k)
- 24 pc P 2+pc 2—|—pck:O P
B c B(Z,)+ 1 1+4+cE(Zy)
24 pe P 24pc 24 pc

1
Posons (H,) : les variables X1, .., X}, suivent une loi de de Bernoulli de paramétre 3
Initialisation p = 1 : (H1) est vraie d’apres la question 1.
Hérédité : supposons que (H,) est vraie et montrons que (Hp41) est vraie, c’est-a-dire supposons que les
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1
variables X7, .., X, suivent une loi de de Bernoulli de parameétre — et montrons que les variables X1, .., X1
2
1
suivent une loi de de Bernoulli de paramétre 3 Autrement dit, il suffit de montrer que la variable X, suit

1
une loi de Bernouilli de parameétre 5

D’une part, nous savons que
1+ cE(Z)p)

) P =1 =

P
et d’autre part, comme 7, = X}, on en déduit que
k=1

1
puisque les variables X7, .., X, suivent une loi de Bernouilli de paramétre R Les égalités (1) et (2) nous

montrent que

1+C><* 2 ¢ 1 1 1
X 2 2 X X
( Pt ) 2+pC 2+pC 2 ( Pt ) ( p 1) 2 2

ce qui démontre que la variable X, suit une loi de Bernouilli de parameétre 3 et ce qui achéve la récurrence.

correction de 1’exercice 7
1. L’événement U = k est réalisé, ce qui signifie que ’on effectue n pioches dans I'urne Uy qui contient k& boules
rouges et de N — k boules blanches. Puisque les pioches sont avec remise, nous sommes dans le cadre du
schéma de la loi binomiale puisque ’on réalise n expériences identiques a ’expérience £ " piocher une boule "
L’événement R = r se réalise si et seulement on pioche r boules rouges (dans I'urne Uy, puisque I'événement
U = k est réalisé), autrement dit, on souhaite r réalisations de 1’événement A " piocher une boule rouge ".

k
La probabilité de I’événement A étant N (il y a k boules rouges dans l'urne A et k 4+ (N — k) = N boules

=) (3 (-4)”

2. Calcul de P(R =r) : L’événement R = r signifie que 'on pioche r boules rouges. La pioche des boules
dépendant de 'urne dans laquelle on pioche, on introduit naturellement le systéme complet d’événements
U = k)kel[o, ~]- Puisque le choix de chaque urne est équiprobable et qu’il y a N + 1 urnes, on a Vk €

[0,N], P(U=k) =

au total), on en déduit que

, ce qui nous donne
N+1 1

=== om0 -2 25 () (V) (-5)
: N@l;:(;w-;y’"

Calcul de Pp—,y(U = k) : On revient a la définition mathématique d’une probabilité conditionnelle et en

ol

~
oy
I
=
I
M=

utilisant les valeurs de P (U = k), Py—p) (R=r1) et P(R =r) ainsi qu’en laissant le lecteur faire les sim-
plifications nécessaires, on obtient

k T k n—r
P (U = iy = U =RO(R=)] _ PWU=B) Py (R=1) _ (w) (1—N>
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