PHEC1 Correction feuille d’exercices 19 2004-2005

correction de I’exercice 1 a® 0 0
On procede par récurrence en posant (P,): A" = 0 b 0
0o 0 "
a 0 0 1 00 a® 0 0
Initialisation : n = 0, ona A° = Iz et [ O % 0 =01 0] =I3doncA°=1|0 & 0 , ce qui
0 0 ¢ 0 0 1 0 0 ¢
implique que (Py) est vraie.
a® 0 0
Heérédité : supposons (P,,) vraie et montrons (P,41), ¢’est-a-dire supposons que A" = [ 0 " 0 et montrons que
0o 0 C"
a0 0
Artl =1 0 o0 . On a, par un calcul direct trés simple,
0 0 el
a® 0 0 a 0 0 a™tt 0 0
ATl =A"x A= 0 b 0 0b0]=[0 pyntl o0
0 0 c» 0 0 ¢ 0 0 et

donc (P,41) est vraie, ce qui achéve la récurrence.

correction de ’exercice 2
On procéde par récurrence en posant (P,,) : J* = 6"~ 1J.
Initialisation : n =1, 0ona J' = J et 6171J = 6°J = J donc J* = 6! 71J ce qui implique que (Py) est vraie.
Hérédité : supposons (P,) vraie et montrons (P,1), c’est-a-dire supposons que J" = 12"~1J et montrons que J" ™! =
6(**tH=17J = 6"J. On a évidement
JT =gt x J=6"""Ix J=6""1J?

donc il faut évaluer J2. Par un calcul direct trés simple, on a

2 2 2\ /2 2 2 12 12 12
JP=JxJ=[2 2 2|2 2 2|=(12 12 12| =6J
2 2 2/ \2 2 2 12 12 12

donc J"H = 6"71(6J) = 6™J donc (P, 1) est vraie, ce qui achéve la récurrence.

correction de I’exercice 3
1. Par un calcul direct, on a

L[2 -1 1 6 -3 -3\ /2 -1 -1
p2:§71271 -~ (-3 6 3|==[-1 2 -1]=pr
1 -1 2 -3 -3 6 -1 -1 2
A 2 L (3 3 3 (111
Q> = |1 1 1] ==(3 3 3|==|111]=qQ
I\1 11 9\3 33/ 3\1 11
L f2 -1 -1y /11 (T[22 -1 -1
PQ = -~ |-1 1)1 1 1)=03 QP=={1 1 1|[-1 2 —1]=o04
9\1 -1 2/ \1 11 9\1 1 1/ \21 -1 2
Finalement, en explicitant ’égalité A = aP + bQ, on obtient :
2 1 11 11
Za+b —=a+-b —-a+=b
3773 30130 73073
1 2 2
s 1 o) = [“lesdy 4Ly _luL
- 39737 3973 3973
2 2 -1
ey Lo L 2Ly
3773 37737 3773
P T
LTI S
3 3 a=-3 Ly — L — Lo —
& 10 @{ b3 ‘L2H2L2+L1 =|A=-3P+3Q]
**a‘i’gb 2
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2. On procede par récurrence en posant (P,) A" = (=3)"P+3"Q
Initialisation : n = 0, on a A = I et, par un calcul, on obtient (—=3)°P +3°Q = P+ Q = I donc A° = (-3)°P+3°Q
et ’hypothése (Py) est vraie.
Heérédité : supposons (P,,) vraie et montrons (Py,+1), c’est-a-dire supposons que A" = (=3)"P + 3"(Q et montrons
que A"t = (=3)"T1P + 37T1Q. En utilisant la question 1 ainsi que ’hypothése de récurrence (P,,), on a

A" = A"x A = ((=3)"P+3"Q)(—3P+3Q) = (=3)"(=3) P> +(—3)"3 PQ+3"(—=3) QP +3"x3 Q* = (=3)""' P+3"*'Q
~ ~~ ~— ~—~
=P =0 =0 =Q
donc (P,+1) est vrale, ce qui acheve la récurrence.
correction de I’exercice 4 1 0 0
1. On pose (P,) : il existe un réel a, tel que A" = | 2a,, 1—2a, 2a,
A —an a, + 1
Initialisation n = 0. On recherche un réel ag tel que
1 0 0 1 0 0 1 0 0 2a9 =0 —an =0
A =12ap 1-2ag 2aq & 01 0 =12ap 1-—2ag 2aq & 1—2a9=1 a +017_1 S ag=0
ag —ag ag+1 0 0 1 agp —ag ap+1 ag =0 0 o
1 0 0
Ainsi, en choisissant ag, on a bien 'égalité A° = [ 2a9 1—2ay 2ag donc (Py) est vraie.
ag —ag ag+1

Remarquons que, sans calcul, on peut directement voir que le choix de ag = 0 permet d’avoir l’égalité. Il n’est pas tou-
jours obligé de résoudre des systémes car, dans certains cas simples, un peu d’imagination permet de deviner aisément
et simplement des valeurs convenables pour les paramétres (I’hypothése de récurrence nécessite uniquement l'existence
et non l'uncité de la solution)

Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,41), c’est-a-dire, supposons qu'il existe un réel a,, tel que

1 0 0 1 0 0
A" = | 2a,, 1-2a, 2a,, et montrons I'existence d’un réel a,, 1 tel que A"™ = | 2a,01 1 —2a,41 205,41
Gp, —an an + 1 Ap41 —An+1 Ap41 +1

En utilisant ’hypothése de récurrence (P,), on a

1 0 0 1 0 O 1 0 0
At = A" x A= (24, 1-2a, 2a, 6 -5 6| =|-4a,+6 4a,—5 —4a,+6
an —an, a, +1 3 -3 4 —2a, +3 2a, —3 —2a,+4
1 0 0
Existe-t-il un réel a, .1 tel que A =1 2a,01 1 —2a,41 2ap41 ?
Ap41 —Qn+1 n+1+1
—4da, +6 = 2a,11
1 0 0 1 0 0 dap, —5=1—-2a,41
—4a, +6 4a,—5 —4da,+6| =|2a,+1 1—2ap41 2ap41 & —2a, + 3 = ap41 & apg1 = —2ap,+3
—2a, +3 2a, —3 —2a,+4 Gnt1 —Gp41 Gp+1 +1 2ap, — 3= —ap41
—2a, +4=ap41+1
1 0 0
Ainsi, le choix du réel a,y1 = —2a, + 3 permet d’avoir l'égalité A" = | 24,41 1—2a,41 2ap,41 . Par
An41 —Qn+1 an+1+1
conséquent, (P,41) est vraie et la récurrence s’achéve.
2. C’est immédiat car, d’aprés la récurrence de la question 1, on aVn € N,  a,11 = —2a, + 3

3. Explicitation de a,, : Recherche de la constante L : L =—-2L+3 < 3L=3< L =1
On introduit la suite v définie par Vn € N, v, =a, — 1< a, =u, +1

Uptl = Gpt1 — 1 = —2a, +3—1=—2a, +2=—-2(a, — 1) = —2u,
La suite u est donc géométrique de raison —2, ce qui permet d’écrire

VneN, u,=(-2)"upea,—1=(-2)"(ap—-1)=a,=1—(-2)"
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puisque ag = 0 d’apres l'initialisation de la récurrence de la question 1. Il est dés lors immédiat que Vn € N,

1 0 0 1 0
A" =12(1—-(=2)") 1—-2(1—(-2)") 2(1 = (=2)") S|A = -2(-2)"+2 2(- 2)” —2(-2)" +2
1—(=2)" -1-(=2)") (A-(=2)")+1 -(=2"+1  (-2)" - —(=2)" +2
correction de I’exercice 5
1. On procéde par les opérations élémentaires sur les matrices
1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0
1 -1 1 01 0 & 0 -2 0 -1 1 0 Lo« Ly — L4
-1 1 1 0 0 1 0o 2 2 1 0 1 Ly« L3+ L;
1 1 1 1 0 0
= 0 -2 0 -1 1 0
0O 0 2 0 1 1 L3« L3+ Lo
Cette derniére matrice est triangulaire supérieure et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc elle est inversible,
1 1 1
ce qui implique que la matrice P= | 1 —1 1] est inversible
-1 1 1
2 2 0 2 1 -1 2 0 0 1 0 1
s [0 —2 0 110 Li=20y = Ly 0 -2 0 11 0 Ly = In+ L
0 0 2 0 1 1 0O 0 2 0 1 1
1 1 1 1 1
-0 —— Ly +— =1, - 0 ——
2 2 2 2 2
100 11 1 11
& 01 0 - —= 0 Ly——-Ly & |P 1= - — 0
2 2 2 2 2
0 0 1
0 1 1 I 1L 0 1 1
- - - = - -
2 2 3T 2 2
1 1
2 0 3
1 1 1 1 1 1 0 0
Vérification : | 1 -1 1 3 73 0 =0 1 0
-1 1 1 1 1 0 0 1
0 = -
2 2
2. En multipliant & gauche par P~! et a droite par P, on a
2 0 =2 4 0 O
A=PDP e P 'AP=pP 'PDP'Po P 'AP=D P 'A=(3 -3 0 et |P7'AP=|(0 6 0
0 4 4 0 0 B8
=1 =1

3. On procéde par récurrence en posant (P,) A" = PD"P~!

Initialisation n = 0: A° =T et PDOP~! = PIP~! = PP~1 = J donc A°

vraie.

= PD°P~1! ce qui montre que (Py) est

Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,1), c’est-a-dire supposons que A™ = PD"P~! et montrons que

Artl = pprtipot,

A"l = A" x A = PD"P 1PAP L= pprpp!

:1
donc (P,+1) est vraie, ce qui achéve la récurrence

PDn+1P71

4" 0
Puisque D est une matrice diagonale, il est immeédiat que D" = [ 0 6"
0
1 1
54" + 26”
PD" = qn —6" 8" et A" = PDnP—l — —4qn — Zgn
2 2

0
0 | ce qui nous permet d’écrire
8n
1 1 1 1
—_—@n /" yn _8n
2 + 2 2 + 2
1 1 1 1
_RMN _Qn _ 747’7, n — n
3 6" + 2 8 3 + 8 A

—50"+ 58" A"+ o8
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correction de ’exercice 6
1. On procede par les opérations élémentaires sur les matrices

2o 2 3o, 3
R 100 1 2 1 00
0 -5 3 010] & |o L 3 0 10
3 001 2 2 -2 0 1 Ly« L3 — 2L,
- 1 0 0 1 3
2
3 3
° 0 =2
4 2 1 0 0
& 0 13 0 1 0
2 2 -2 21 Lg «— L3+ 2L,
0 O 6
Cette derniére matrice est triangulaire supérieure et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc elle est inversible,
3
1 Y3
3
ce qui implique que la matrice P = | 0 ~5 3 est inversible
3
- 1 0
2
2 2 1 1
3 3 3 || gk
3 0 0 2 2 1 1 00
1 1
e o =2 0 2 2 -1 ||t 01 0 -1 -1 5 || L 5L
0 0 6 -2 2 1 2 S 001 111 1
— = - - L3<—*L3
3 6 6
2 2 1 39 /2 21
3 3 3 4 2 3 3 3
1 1 3 1 100
& |Pl=] -1 -1 = Vérification : | 0 —= = -1 -1 = |=]l010
2 2 2 2
11 1 3 11 1 001
_- - = 2 1 0 _- - =z
3 3 6 2 3 6
2. On procede par un calcul direct et, comme D est diagonale, sa puissance n-iéme est évidente
8 8 4
3 3 3 4 0 O 4" 0 0
PA=| -8 —8 4| e P'AP=||0 8 0|=D=D"=|0 8 0
1616 8 0 0 16 0 0 16"
3 3 3

En considérant I’égalité D = P~'AP et en multipliant cette égalité par P & gauche et P~! & droite, on obtient
A=P 'AP s A=PDP '=VneN, A"=pD"p~!

Preuve de la derniére égalité : On proceéde par récurrence en posant (P,) A" = PD"P~!

Initialisation n = 0: A° =T et PD°P~! = PIP~! = PP~! = [ donc A = PD°P~! ce qui montre que (Py) est
vraie.

Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P, 1), c’est-a-dire supposons que A" = PD"P~! et montrons que
Artl = ppntip-t

A" = A" x A= PD"P 'PDP~ ' = PD"DP~' = pp"*p!
=1

donc (P,+1) est vraie, ce qui achéve la récurrence

3 3 1 1 1 1 1 1
—4n 0 ——16" 4" + 16" —4" — -16" 4" — -16"
4 2 2 + 2 2 2 4 4
1 3 1 1 1 1 1 1
n _ __Qn ~16" n _ n —1: sy c— -_Qn ~16™ _Qn 16" — An
PD 0 28 26 et A pPD"P 28 26 28+26 48+46 A
54 8 0 4 8 4 8 24 + 28
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correction de I’exercice 7
1. Un calcul direct nous donne

0 8 8 8 8 16 8
PQ=|-1 -8 0 |[-1 —2 —2|=1o0
1 0 -4/ \2 2 2 0

Il est dés lors immédiat que

1 1
P est inversible et son inverse est §Q et que @ est inversible et son inverse est gP

Pour déterminer T, il suffit de considérer I'égalité A = PT'Q et de multiplier & gauche par P~! et & droite par Q"

“1 41 —1 —1 “1 41 1 1 1
A = PTQo P 'AQ _PIPTQQI T =P lAQ @T_(8Q>A<8P>_64QAP
32 —32 —64 32 0 0 . 2
0A — 1 2 2 et QaP=| 0 -8 0] donc T=_—QAP=|| 0 —5 0|=T
6 6 6 0 0 2 64 5
0 0

2. On procéde par récurrence en posant (P,) A" =8"~1PT"Q
Initialisation n = 0 : A% = I et 8°71PT0Q =87 1PQ = 8! x 81 = I donc A° = 8°~1PT(Q ce qui montre que (Po)

est vraie.
Héreédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P, 1), c’est-a-dire supposons que A™ = 8"~ PT™(Q et montrons que
At = grpTHLQ,
AL — A" x A=8""PT"QPTQ = 8" x 8 x PT"TQ = 8"PT"Q
~—~
=87

donc (P,+1) est vraie, ce qui achéve la récurrence
Puisque T est diagonale, il est immédiat que

PT"Q = 8(

(— (—1)"+2x3" —2(-1)"+2x3" —2(-1)"4+2x3"
4)"

1 n n n n n
A" = 8vlpTQ = g X8 PTQ =] | - ()" +(=1D)" — (=" +2(-1)" 24" +2(-1D)" | = A"
(—4)" - 3" (—4)" — 3" 2(—4)" — 3"
correction de I’exercice 8 1 3 -6
1. Un calcul direct montre que A2 = -6 10 -—12
-3 3 =2
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Détermination de a et b : Si I'on explicite I'égalité A2 = aA + bls, on obtient :

at+b=1
—3a =3
1 3 —6 a+b —3a 6a 6a = —6 _
-6 10 —-12 | = 6a —8a+b 12a &< —8a+b=10 @{ ab 9 A2 = —A+ 214
-3 3 =2 3a —3a da+b 12a = —12
3a=-3
da+b=-2

1 2
2. On procede par récurrence en posant (Py,) : il existe un réel a,, tel que A™ = (3 — an> A+ 3 + an> I3

1 2
Initialisation n = 0 : A° = I3 et recherchons un réel ag vérifiant (3 — a0> A+ <3 —l—aO) I3 = I3. On vérifie

1
directement que ag = 3 convient bien puisque

1 1 2 1
(3—3)A+(3+3)[3:0XA+1XI3:I3

1 2
Il existe donc bien un réel ag = = tel que A = <3 — ao) A+ <3 + ao) I3

1
3
.) est vraie et montrons (P,41), ¢’est-a-dire supposons qu’il existe un réel a,, tel que

Hérédité : Supposons que (P,
1 1 2
AN = (3 - an) ( + an> 3 et montrons qu'il existe un réel a, 41 tel que A1 = < — an_H) A+ < + an+1) I3

3
AL = Anx A = l—an A+ g"’an I3 A= l_an A%+ +a" A
3 3 3 3
1 2 1 2 ? 2
= (3 — an> (—A+2I3)+ (3 + an> A= <2an + 3> A+ (3 - 2an> = ( - an+1> (3 + a‘”+1> I3

Pour que (Py+1) soit vraie, il suffit de demander que

1
2ap + - = - —ay
33 + 2an = —api1 B
9 ) & Apyl = —2a,,
_ _2an = Qp+1
3 —2a, = 3 + apt1

1 2
Par conséquent, en choisissant le réel a, 1 = —2a,, on a bien A"*! = <3 — an+1) A+ (3 + an+1> I3 donc (Ppy1)

est vraie, ce qui achéve la récurrence.

3. D’apres la question précédente, on a Vn € N, a,41 = —2a, donc la suite a est géométrique de raison —2.

1
4. En tenant compte que ag = 3 (d’apres l'initialisation de la récurrence de la question 1), on a

1 (—2)"—1 2-2(=2)"
—2)" 1 (=2) 2 (=2)n
an = (—2)"ao = ( 3) =|A" = <3— ( 3) >A+ <3+( 3) )Is: 2-2(-2)" 3(— 2)”—2 4 4(-2)"
1_ (_2)7L ( 2)7L ( 2)71
correction de ’exercice 9 7666
1. Un calcul direct montre que A% = 6766
' 6 6 7 6
6 6 6 7
Détermination de a et b : En explicitan ’égalité A2 = aA + bl, on obtient :
7 6 6 6 200+ ! @ a
6 7 6 6| o 2a+ 3 o o 20+ 8=17 a==6 2
6 6 7 6] « « 20+ f8 a @{ a=6 <:>{B:_5 <:>__A =6A— 51
6 6 6 7 « « « 200+ 8
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2. On procede par récurrence en posant (Py,) : il existe deux réels a,, et b, tels que A™ = a,, A+ b, [
Initialisation n = 0 : A° = I et recherchons deux réels ag et by tel que agA + bol = I. On vérifie que ag =0 et by = 1
convient bien puisque 0 x A+ 1 x I = I = A° donc (Py) est vraie.
Heérédité : Supposons que (P,,) est vraie et montrons (P,1), c’est-a-dire supposons qu’il existe deux réels a,, et by,
tels que A™ = a, A + b, I et montrons qu’il existe deux réels a, 1 et b,y tels que A" =a, 1A+ b, 11

AMT = A" A = (anA +byI) A = an A% + by A = a, (64 — 5I) + by A = (6ay, + by)A — ba, I

En choisissant les réels a, 11 = 6a, + b, et b1 = —bay,, on a bien A" = a,, 1A+ b, 11 donc (P,41) est vraie, ce
qui achéve la récurrence.

. D’autre part, la question précédente montre que
bn+1 = _5an

ag=0¢et bp =1 donc a; = 6ag +byg=1¢et by = —5ag =0

3. La question précédente montre que Vn € N, {

Vn e N {an+1:6an+bn {(I()ZO, b():].

bn+1 = —5an a; = 1, b1 =0

4. Un calcul direct nous donne a,, 2 = 6a,4+1+bpt1 = 6ay,41 —Ha, donc la suite a est une suite récurrente linéaire d’ordre
2 a coefficients constants.
Equation caractéristique : 22 = 6z — 5 < 22 — 62 + 5 = 0 dont les racines sont 1 et 5.
Il existe donc deux réels c et d tels que Vn € N, a, =cx 1" 4+dx 5" =c+d x 5"
Détermination de c et d :

1
c=—-
c+d><50:a0 c+d=0 4c= -1 L1<—5L1—L2 4 _1 n
{c+d><51:a1 {c—|—5d:1 {4d:1 ‘L2<—L2—L1 “) 1 T|TmeEN an=g (s
4
5. En utilisant ’expression de a, 1 en fonction de a,, et b,, on obtient
1 6 1
bp = ani1 —6a, = — (145" — — (=1 +5") =|= (5 —-5") =b,
ce qui nous donne, pour tout entier naturel n :
1, ,3 1. 1 1. 1 1 1
2T P P g
1 1 L, 11,3 1, 1 1. 1
" n n 4 4 4 4 4 4 4 4
At =2 (1+5M A+ 2 (5 -5") 1= L, 1 1, 1 1, 3 1. |1
1711 11T
1, 1 11 1. 1 1 3
T P P
correction de I’exercice 10
1. Un calcul direct nous donne
6 -3 -3 —18 9 9
A2 = [-8 6 2 A= 44 —-18 26
2 -3 1 —26 9 17
-2 1 1 6 -3 -3 —-18 9 9
64— A%> = 66 -2 —-4|-|-8 6 2 | = 4 —-18 —-26]| =|A%=6A4— A?
-4 1 3 2 -3 1 -26 9 17

2. On procéde par récurrence en posant (P,) : il existe deux réels a,, et b, tels que A" = a,, A?> + b, A
Initialisation n = 1 : A' = A et recherchons deux réels ag et by tel que agA? + bgA = A. On vérifie que ag = 0 et
bo = 1 convient bien puisque 0 x A2 +1 x A = A = A' donc (Py) est vraie.
Heérédité : Supposons que (P,,) est vraie et montrons (P,41), c’est-a-dire supposons qu’il existe deux réels a,, et by,
tels que A™ = a,, A% + b, A et montrons qu’il existe deux réels a,, 1 et b, tels que A" =a, 1A%+ b, 1A

AL = A7 5 A = (ap A% 4 b, A) A= a, AP+ b, A% = 4, (64 — A%) + b, A% = (—a,, + by) A® + 6a, A
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En choisissant les réels a, 1 = —a, + by, et b,11 = —6a,, on a bien A"t = qa,,,1A? + b, 1A donc (P,41) est vraie,
ce qui achéve la récurrence.

Unt1 = —an + by et { =" donc

D’apres la récurrence, on a Vn € N, { b1 = Gan by = 1

a2:—a1+b1:1 a3:—a2+b2:—
b2:6a1:0 b3:6a2:6

3. D’apres la relation de récurrence précédente, on a
Vn € N7 Gn+2 = —Qpy1 + bn+1 = —Qpt1+ 6ar,

donc la suite a est récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.

Equation caractéristique : 22 = —2 + 6 < 22 + 2 — 6 = 0 dont les racines sont —3 et 2 donc il existe deux réels «
et S telsque Vn € N,  a, = a(=3)" + 5 x 2".

Détermination de a et 5 :

1
a(=3)!+8x2 =ar [ =3a+26=0 _ [ -a=-1 |Li—2Li—Ly “= 15
a(=3)2+dx2?=ay 9a+ 48 =1 108=1 Ly «— Lo+ 3L, _ 1
10
o |WneN, = L (=3) 4+ = xon
" 15 10
4. La relation de récurrence obtenue a la question 1 nous donne Vn € N
1 1 1 1
bn = n n— | 75 -3 ol - 2n+1 —(=3)" — 2m
Ont1 F an (15( AT SRR
3o 2 1 2 w3
(15( KA >+<15( 3)+10X ) 15 (3" g %
ce qui permet d’écrire pour tout entier naturel n
2 1 1
- (-3) 23" —3(=3)
1 1 2 3 4 n o 2 n 2 n
AT = | — — x 27 ) A2 ——(=3)"+ =x2"|A=| 2" - (-3 - (=3 —2" 4+ = (-3
(15( 3)+10X ) +< 15(3)+IO>< ) 32( ) 31( ) 13( )
2" 4+ 2 (=3)" —=(=3)" 2" — —(=3)"
F2()" 3 (D) S (-3)
correction de I’exercice 11
On explicite pour commencer B avant de calculer B?
4 4 0 0 0 O
B=A-2[=|-4 -4 0|=DB*=|0 0 0| =03
0 0 O 0 0 O
Les matrices B et 2 commutent car B(2]) = 2B = (2I)B donc la formule du binéme s’applique
A" = (B +2I)" Z( )B’“ 20"
k=0
Puisque B* = 03 lorsque k > 2, on a, pour tout entier naturel n :
L n n (1+3n)2»  n2ntl 0
Ar=>" <k> B*@nnF = <0) 30(21)"—0+<1)Bl(21)"—1 =2"[4+n2" !B = | A" = —n2ntl (1 —np)2" 0
k=0 0 0 (1+mn)2”

correction de I’exercice 12
1. Détermination de a :

2 6 -2 —4 6 -2 6 0 0
A=al+Bsal=A-B= -2 6 2 |- -2 0 2 |=[06 0|=6l=]a=6]
-1 -3 10 -1 -3 4 00 6

www.mathematiques.fr.st 8 abdellah bechata
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Un calcul direct nous donne

6 —18 12 000
B>=1| 6 —-18 12 B¥*=B?xB=|0 0 0
6 —18 12 000

2. Les matrices B et 6] commutent car (6/)B = 6B et B(6/) = B donc (6/)B = B(6I).

formule du binéme de Newton
n
n
A" = (6I + B)" = (B+6I)" = < )Bk 61"k
(o1+ 8y = (B+o1)" = 3 (1) o)

Puisque B* = 03 lorsque k > 3, on a, pour tout entier naturel n :

—1)

On peut alors appliquer la

2
amo= 3 (“) BH(61)" " = (”) BO(61)"° + <"> BY(6)"" + (“) B6I)"2 = 6" + 06" B+ " D22
P k 0 1 2 2
3 1, n 1 n 1 n
(—4n+12n +1>6 4n(n 5)6 6n(n 3)6
1 n 1 1, n 1 n
An = ﬁn(n75)6 <4n4n +1)6 6n(n+1)6
1 n 1 n 1 1, n
ﬁn(n73)6 on(n+1)6 <2n+6n +1)6

correction de 1’exercice 13
1. On utilise les opérations élémentaires pour expliciter B et C

B+C=1 o
B+(1l-p—-q)C=A

(p—q)B=(1-p—q)I-A ’ Li—(1—p—q)L1— Ly
I

(—p—q)C=A—- Lo« Lo— Ly
g A-0-p-9I q q P4
+ + + +
N : I_Ap+q done B — ppq ppq ot O — _p pq pq q
 p+gq P+q pt+q p+q p+q
2. On procéde par calcul direct
2
g - ! (q q) _ 1 <pq+q2 pq+q2): 1 (q(p+q) q(p-l—q)): pta (q q):B
p+q2\p » (p+q)?2 \pa+p* pg+p* (p+q)2 \pla+p) plg+p) (p+q2\p p
2
oz o 1 (p q) _ 1 (pq+p2 pqq2>: 1 (p(qH?) Q(q+p)>
p+q¢?\p —q (p+q9)2 \—pg—p* pe+q° (p+q)? \-plg+p) qlp+9q
_ pta (p —Q>:C
(p+a)? \-p ¢
1 — 1 _
BC = 2(‘1 q><p q):02 et OB = 2<p q)<q q):o2
p+9?2\p »)\r —q p+92\p —q/\» »p

On en déduit que’B2 =B, C?’=C, BC:CBzog‘

3. Par construction, on a A = B+ (1 — p — ¢)C et les matrices B et (1 —p — ¢)C commutent puisque

Bl-p—q)C=(1-p—q)BC=0y et (1—p—q)CB =02 donc

La formule du bindéme est applicable, ce qui nous donne

n n

w =@+ a-p-gor =3 (P a-p-otet =Y (a-p-grsron

k=0 k=0

B(l-p—q)C=(1-p—q)CB

Puisque BC = 0, on en déduit que B"C® = B--- BC' ---C = 05 si r et s sont des entiers naturels non nuls. Par

=0,

conséquent, BFC" ™% =0, lorsque k > 1l et n —k > 1< k < n— 1, c’est-a-dire lorsque k € [1,n — 1]. En particulier,

lorsque n > 2 (pour quen —1>1<n>2),ona

Vn>2 A"= <n>(1pq

0

www.mathematiques.fr.st
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En outre, puisque B? = B, une récurrence immédiate montre que pour tout entier n > 1, B" = B (pour I’hérédité,
B"t! = B"B = BB = B? = B). De méme, pour tout entier n > 1, C" = C, ce qui nous donne pour tout entier n > 2

g+p(l—q—p)" q—q(l—p—q)"

p+q p+q
A" =(1—p—q)"C + B = ,
(I=p—aq) p—p(l—p—q)" p+ql—p—q)"
p+q p+q

Je laisse le lecteur vérifier que cette formule est encore valable pour n =0 et 1.

correction de 1’exercice 14
1. On procéde par les opérations élémentaires sur les matrices

1 10 ) 1 00 1 1 0 1 00
1 01 : 01 0 & 0 -1 1 -1 1 0
01 1 00 1 0 1 1 0 o0 1) l2mlaml
1 1 0 1 00
& 0 -1 1 -1 1 0
0 0 2 1 1 1) | Ly Ly + Ly
1 1 0
La matrice |0 —1 1] est triangulaire et tous ses coeflicients diagonaux sont non nuls donc elle est inversible ce qui
0 0 2
1 1 0
implique l'inversibilité de la matrice P= |1 0 1
0 1 1
1 1 0 1 0 O 2 0 0 1 1 -1
s (o =20 I e N ey e R I B
0 0 2 -1 1 1 2 S 0 0 2 -1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
z - _Z Ly« ~I, - - _Z
2 2 2 2 2 2 2
1 00
01 0 1 1 1 I 1 I p-1 1 1 1
- - =z - = -z -z =
“ o o1 2 2 2 2T Ty 7 2 2 2
1 1 1 1 1 1
- oy - L3 — *L3 — = - -
2 2 2 2 2 2 2
1 1 1
110|323 2 100
Vérification : |1 0 1 5 T3 3 |~ 01 0
01 1 L] 00 1
2 2 2

2. En multipliant & gauche par P~ et & droite par P dans ’égalité A = PDP~!, on obtient

N
f % % -1 0 0
PlAP =P 'PDP'P=D&s D=P AP P 'A=]| 2 _2 =2 et P'AP=||10 3 0|=D
SN—— N\~ 2 2%
=T =I 1 1 0 0 1
2 2 2

3. On procede par récurrence en posant (P,) A" = PD"P~!

Initialisation n = 0 : A° =T et PD°P~! = PIP~! = PP~! = [ donc A° = PD°P~! ce qui montre que (Pp) est
vraie.

Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,41), ¢’est-a-dire supposons que A" = PD"P~! et montrons que
A7z+1 — PDn+1P_1.

A" = A" x A=PD"P~'PAP™' = PD"DP~! = pD"'p~!
——
=I

www.mathematiques.fr.st 10 abdellah bechata
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donc (P,+1) est vraie, ce qui achéve la récurrence

(D™ 0 0 (=)™ 0 0
Puisque D est diagonale, il est immédiat que D" = 0 3" 0| = 0 3" 0] donc
0 0o 1~ 0 0 1
1 1 1 1 1 1
, —(=D)"+ 23" —(=1D)"—=23" ——(=1)"+=3"
(=)™ 3" 0 21( ) +21 21( ) 21 21( ) +21
PD"=[(-1D)" 0 1| et PD"P!= (=) == —(=D)"+ = ——(-)"+ < | =A"
0 3nq 21371_12 2_}371—’—12 213n+12
2 2 2 2 2

4. (a) Légalité X, +1 = AX,, découle directement du lien entre les matrices et les systémes linéaires.
Pour la relation suivante, on procéde par récurrence en posant (Py,) : X, = A" Xy
Initialisation n = 0 : A°X, = I X, = X, donc (Py) est vraie.
Hérédité : Supposons (P,) vraie et montrons (P,t1), ¢’est-a-dire supposons que X, = A" X, et montrons que
X1 = A"HLX.
Xpi1=AX, =Ax A"X, = A" X,

donc (Pp41) est vraie, ce qui achéve la récurrence.

(b) En explicitant I’égalité X,, = A™ X, et en utilisant que deux matrices sont égales si et seulement tous ces coefficients
sont égaux, on obtient :

a, =2(-1)"
Vn € N, b, =2(-1)" -2
Ccp = —2

correction de I’exercice 15 5 -5 2
1. Il est immédiat qu’il s’agit de A= -1 7 —4
2 -5 5

Pour la relation suivante, on procéde par récurrence en posant (P,) : X,, = A" X,
Initialisation n = 0 : A°Xy = I Xy = X donc (Py) est vraie.
Hérédité : Supposons (P,) vraie et montrons (P,41), c’est-a-dire supposons que X,, = A"X, et montrons que
Xn+1 = An+lX0.
Xoi1=AX, = Ax A"X, = A"T1X,

donc (P,+1) est vraie, ce qui achéve la récurrence.

2. On procede par les opérations élémentaires sur les matrices

11 1 11 1
Ll 100 L, 1 00
3 010] « | -3 ~ Sl 1 ol Ly e Ly— 1
4 4
11 1
. 1 0 0
e [0 -5 - 1 1 0
0 o 6 1 -3 2/ | Ly —2Ls—3L,

Cette derniére matrice est triangulaire et ses éléments diagonaux sont tous non nuls donc elle est inversible, ce qui
implique que la matrice P est inversible.

660 5 3 -2 600 3 3 6
3 . - _ 3 R
o o =2 o ¢ |22 o 2|6y |y 2 o @ [g o 2|l Iitdle
2 1 _3 2 L2<—3L2+L3 2 1 _3 2
0 0 6 0 0 6
1y LlHlLl 1y
2 2 6 2 2
100
4 4 2 4 4
Y 01 0 = 0 —= Ly— —-Ls =|donc P~'=| = 0o —-
3 3 3 3 3
0 0 1 1 11 1 1 11
- —_ = - L3<—*L3 - - = by
6 2 3 6 6 3
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1 1 1 —1

. . } -1 4

Vérification : 2 3

1
1 - 1 1
4 6
3

-1 1 2
PlA=14 0 -4

2 -6 4

et

1
o 10
2 00 1
3

. On effectue un calcul direct, et la matrice D étant diagonale, sa puissance n-iéme est évidente

D=P AP =

2 0
0 3
0 0

0 on
0| =D=D"=10
12 0

0 0
3" 0
0 127

. On procede par récurrence en posant (P,) : D" = P~1A"P,

Initialisation n = 0: D =T et P71A°P = P~1[P = P7'P = I donc D° = P71 AP ce qui montre que (Py) est

vraie.

Hérédité : Supposons que (P,,) est vraie et montrons (P, 1), c’est-a-dire supposons que D" = P~' A" P et montrons

que Dn—i—l — P—1A71,+1P

D'l =D"D = PlA"PP AP = P7AMAP = p~lA™H P

=]

donc (P,+1) est vraie, ce qui achéve la récurrence.

5. Puisque D™ = P! A" P, en multipliant 4 gauche par P et & droite par P~!, on obtient PD"P~!

=pplAnppl = An
—— =

=1 =TI

2n3n 127
2" ! 3" 12™
PD" = 9 o =
1
2 -3 12"
4

Ar =

1 4 1 1 1
. L ) Ly L D
22 T 3¥ TG 2% 2
1 2 1 1 1
np=l— | —Z2n 4 230 Zq2n _on 4 —19n
PD"P 52"+ 33— ¢ 52"+ 5
1 1 1 1 1
e A LN ) Ly, U |
27 737 % 2% 2

4, 1

2" — -3 4 Z127
30 73
2. 1

2" — Z3n — ~127
37 3
1, 1

on _ _gn Z19n
3° 73

Ensuite, en explicitant 1’égalité X,, = A" Xy et en utilisant que deux matrices sont égales si et seulement tous ces

coeflicients sont égaux, on obtient :

Vn € N,

b=

an=2"(

2

——a
2

1 1
a0+2b0+co>+3"<

1 1 2
0+2b0+00>+3n<

1 1 1
Cn =27 (2a0 + 5bo +co> +3n (

3

4 4
520 — 5¢o0

3

o

6

1 1 1

—ag — — 12" —= —bgp — =
3(10 300) + ( 6a0+ 5 0 360)

1 1 1 1

—ag — — 12" [ —ag — =b —
3CLO 300) + (6a0 3 o0 + 360>

1
ap — §b0 +

1
—cC
30

)
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