PHEC1 Correction feuille d’exercices 18 2004-2005

correction de ’exercice 1
Le pivot est notre seul et unique ami pour la résolution des systémes

20 +y+2=-5 20 +y+2=-5 Pivot pour x
1. 204+ 13y -7z =-1 & 120 —8z2=4 | Lo—La—1I4
r—y+z=1 3y+z=7| Lz —2Ls— Ly
z=-8
2 +y+2z2=-5 8z+4
& Pivot pour y s Y 2 -
—42=32 | Ly «—4L3+ Lo s Pmy—2
2

’ le systéme admet une unique solution qui est (4, —5, —8) ‘

3x+2y+22=1 ’3x+2y+2221‘ Pivot pour x 3e+2y+2z2=1
2. dr—y+3z2=-1 & —ly+2=-7| La<3Ly—4L; & ’—11y+z: —7‘ Pivot pour y
20 +5y+z2=1 1lly—z=1| L3« 3L —2L, 0=—6 | Lz« L3+ Lo

’La derniére égalité étant visiblement impossible, le systéme n’admet aucune solution.

2r+y=2 2e+y=2|| Pivot pour 2r+y=2 y=0
3. r+2y=1 & 3y=0 Lo 20— 1) & 3y =20 Pivot pour y & _2—y_1
T +y= _y:() L3<¥2L37L1 0=0 L3H3L3+L1 = 2 B
’ le systeme admet une unique solution qui est (1,0) ‘
r+3y—z+t=1 ’x+3y—z—|—t=1 pivot pour x
4 20413 —-Tz24+2t=2 o Ty—52z=0 | Lo+— Lo —2L,
’ r—y+z+t=0 —4y_|-22;:—1 L3y «— Ls— 14
$+7y—42+t:—1 4y732272 Ly— Ly— 14
r+3y—z+t=1 r+3y—z+t=1
- Ty —52=0 pivot pour y - Ty —52=0
—6z=—7 | L3« TL3+4Lo pivot pour z
—z=—-14 | Ly« TLy— 4L, 0=—-77| Ly« 6Ly — L3
’La derniére égalité étant visiblement impossible, le systéme n’admet aucune solution.
y+z+t=-1 r+z+t=0 i L z+z4+t=0 pivot pour x
crztt=0 _ ) ytett=-1 ! 2@ ytzt+t=—1
r+y+t=1 r+y+it=1 y—z=1| Ly —Ls—1Iy
r+y+z=2 z+y+z=2 y—t=2| La—Ls— 1Ly
L 4
-3
T4z 4t=0 T4zt =0 PO
y+z+t=-1 pivot pour y y+z+t=-1 —2 3
<~ = . <~
922 —t+=92 | L3« L3— Lo —2z—t=2 | pwot pour z B
w9t =3 | Ly Ly— Ly “3t=4 | L, 2Ls— Ls 4
T=—-z—1= -
. . . 52 1 4
le systéme admet une unique solution qui est (g, 373 —g)
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20 +y+z2z+t=-5 2c+y+z+t=->5 pivot pour x
6. ¢ 20 +3y—3z2+t=-1 & 2y —dz=4 | Lo La— 1L
r—y+z—t=1 3y +2z—-3t=7| L3 —2L;— Ly
26 + 6t 13 3
z= =2
—10 ) )
2r+y+2+1t=-5 4+ 4z 16 6
& 2y —4z =41 | pivot pour y S Y= =——= <t
L 2L 3L 2 g g
—10z — 6t = 26 3 3+ 2 5—y—z—t 2 9
p=2 YT E T S Sy
2 5 5

2 16 6 13 3

2
le systéme admet une infinité de solutions de la forme (g + St’ 5~ St’ -5~ 3t’ t) teR

ut+w=1 Pivot pour u u+w=1

v+w=0 N v4+w=0 N Pivot pour v
u+v=12 v—w=11 L3+ L3— 14 —2w =11 Lg+« L3— Lo
u+3v=0 v—w=—-1 Ly« Ly— 1L, —4w=-1 Ly« Ly—3Ls
u+t+w=1
v+w=0

< Pivot pour w

0=-23 L4<—L4—2L2

’La derniére égalité étant visiblement impossible, le systéme n’admet aucune solution.

r+y—t=1 z+y—t=1 Pivot pour x r+y—t=1
L2<*L2+L1

—z+y+z=0 o) —Tty+z=0 Ly — L+ Ly - 2y+z—-t=1

8.
—y+z+t=0 —y+z+t=0 —y+z+t=0
r—z4+t=1 r—z+t=1 Ly+— Ly— Ly —y—2z2+2t=0 Ly+— Ly— 14
‘ 4 2
10 5
rty—t=1 cty—t=1 R Sl

2y+z—t=1|| Pivot pour y y+z—-t=1 3 5
< < < l=z+t

3z+t=1 L3 +—2L3+ Lo 3z+t=1 Pivot pour z v §
—z+3t=1 Ly 2L4+ Lo 10t = 4 Ly 3L4+ L3 2 5
4
=1- t=—
T Y+ 5
. . . 421 2
le systéme admet une unique solution qui est (g, 55 3)
r+y+z2-3t=1 r+y+z-3t=1 Pivot pour x r+y+z-3t=1
9. —3r+y+z+t=-1 N 4y —8z+4t=2 | Lo« La+3Ly - ’4y—82—|—4t:2 Pivot pour y
z—3y+z+t=-1 —dy+4t=-2| Ly L3— 1L —8z+8t=0| ;1.4
r+y—3z+t=1 ~4z4+4t=0 | La—Ls— 1L —4z+4t=0
z=t
r+y+z—-3t=1 B
Ay — 8z + 4t =2 yzwzéﬁ
< —82+8t=0 Pivot pour z )
0=0| La—2Ly4— L3 mzlfy—z+3t:§+t

1
le systéme admet une infinité de solutions de la forme (5 +t, 5 +t,t,t) teR

correction de ’exercice 2
On explicite I’égalité et on se raméne & la résolution d’un systéme, en utilisant que deux matrices sont égales si et seulement
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si tous ses coefficients sont égaux. On pose B = (CCL Z)
1 2 a b\ (a b 1 2 o a+2c b+2d\ [ a+3b 2a-+4b
3 4 c d)  \c d 3 4 3a+4c 3b+4d)  \ ¢c+3d 2c+4d
a+2c=a+3b —3b+2c=0 —2a—-3b+2d=0 I oL
b+ 2d = 2a + 4b —2a—3b+2d=0 ~3b+2c=0 ter
3a+4c=c+3d 3a+3c—3d=0 3a+3c—3d=0
3b+4d =2c+4d 3b—2c=0 3b—2c=0
“2a—8b+2d=0]| ,, —2a—3b+2d=0 po 2,
ot pour a . 3
—3b+2c=0 —3b4+2c=0 Pivot pour b
< —9b+ 6¢ =0 Lo 9L + 31 < 0=0 Ly« Ly—3Ly © _3b—2d —c+d
3b—2c=0 ¥ s 0=0 Ly Ly+ Ly ~2
) . - . 102 1 2 . .
Par conséquent, la matrice B vérifie I'égalité ( 3 4 > B=B ( 3 4 > si et seulement si
2
B= ("¢t 3¢)  cder
c d
correction de 1’exercice 3
Un calcul direct montre que
2 -1 1 0 -1 1 1 00 0 0 O
A2—A-2[=|-1 2 -1]-|-1 0 —1]-2(0 1 0]={0 0 O
1 -1 2 1 -1 0 0 0 1 0 0 0
On en déduit que :
A-1T
A2—A=2I<:>A(A—I)=2I<:>A( 5 ):I
1 1 1
2 2 2
_ 1 1 1
donc la matrice A est inversible et son inverse A~! est égal a =73 73 T3
o1
2 2 2
correction de 1’exercice 4
1. Je laisse au lecteur le soin de vérifier que
-1 1 1 0 0 0 0 O 00 0 0
-1 1 0 1 1 -1 -1 0 0 0 00O
2 _ _ 3_ 72 _ 4 _ 73 _
P=IxI=1yg o1 | T=7xD=10 1 1 o 7= =10 00 0
0 0 1 -1 -1 1 1 0 0 0 0O
doncpour k>4, JF=JtxJqRF=0,x JF* =0,

2. On calcule directement :

I+ NI=J+ =T =P —1J+I =1+ JI -+ P -J =1-J+ =P+ I+ -J =1-J' =1

3. La question précédente montre que

’1& matrice (I 4 J) est inversible et que son inverse est I —.J + J? — J3

ou, sous une forme plus explicite

www.mathematiques.fr.st
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0 1 0
0 2 -1
-1 0 2
-2 1 2
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correction de I’exercice 5
1. On se lance directement dans le calcul :

a+1 —a —a b+1 —b —b 1+a+bd —a—0b —a—>
N(a)N(b) = a —a+1 —a b -b+1 —b| = a+b —b—a+1 —a—b| =N(a+b)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

’ Pour tous réels a et b, on a N(a)N(b) = N(a+b) ‘

c+1 - —c 10 0 i)
Ne)=I; & ¢c —c+1 —c|=[01 0|« c—_O Se=0
0o 0 1 00 1 R

Ainsi, on peut écrire
N@N@®)=I3 & Na+b) =3 sa+b=0b=—a

Par conséquent,

la matrice N(a) est inversible et son inverse est N(—a), ce que 'on peut encore écrire [N (a)]~! = N(—a) ‘

2. Toujours par un calcul direct, on a :

M(a,b)+M(C,d)=M(aa5)‘:’(ab 2)+(Cd d>:<aﬁ B)

Cc

+c=«
a+c b+d\ [(a B “ B a=a+c
(:)(—b—d a—|—c>_<—ﬁ oz)(:) 72“:3;?5 (:){ﬂ b

| done M(a,b) + M(c,d) = M(a+c,b+d)|

Ensuite, on a

M(a,b) x M(c,d) = M(a, ) & (_ab Z) X (_Cd f) = (fég g)

—bd=a«a
ac — bd ad—|—bc> <a 6) ae {azac—bd
@( = & ad+bc=p3 & _
—ad —bc ac—bd -6 « —ad —be = — B =ad+ bc

| done M(a,b) x M(c,d) = M(ac — bd, ad + bc) |

Calcul de M (a,b)M (a,—b)

2 2
M(a,b)M(a,—b) = M(a x a —b x (=b),a x (=b) + b x a) = M(a® +b*,0) = (“ gb o2 ?r b2> =(a®> + b)),

Par conséquent,
o siaZ+ b2 #0 < (a,b) # (0,0) (car a® + b? représente le carré de la distance du point (a,b) du plan au point
(0,0)), on a

M(a,b) M(a, —b)] =1

a? + b2

ce qui montre que la matrice M (a,b) est inversible et son inverse est

a b
2 2 2 2
. 1 a’?+b a’+b a b
[M<a’ab)] = a2+b2M(a’_b): b a = a2+b2’a2+b2

a2 b2 g2+ b2
e Sia?+b* =0« (a,b) =(0,0) & a=>b=0 alors M(a,b) = 02 qui n’est clairement pas inversible.
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Conclusion : la matrice M (a,b) est inversible si et seulement si (

et dans ce cas, on a: [M(a,b)]t = M (a2 Fciean b2>

correction de I’exercice 6
1. Un calcul direct montre que :

P2=P Q*=2Q. PQ=0;, QP=0;

2. Détermination des valeurs de a et b pour que M(a,b) = I3

0 0 O 2 0 0 1 00
M(a,b) = L<sal|l 2 -2 2| +b 4 -2 -4 =101 0
-1 1 1 -2 2 4 0 0 1
2b=1
2 0 0 100 _256:4;’ b:_ol _1
& | 2a+4b —2a—-2b —2a—4b|=(0 1 0] & —2a—4b:0 2
—a—2b a+2b a—+4b 0 0 1 B a=—1
—a—2b=0
a+4b=1
Un calcul purement algébrique (c’est-a-dire en utilisant uniquement les égalités précédentes) nous donne
M(a,b)+ M(c,d) = aP+bQ+cP+dQ=(a+c)P+ (b+d)Q = M(a+c,b+d)
M(a,b) x M(c,d) = (aP+bQ)(cP +dQ) = ac P> +adPQ +bcQP + bd Q*
~ ~—~ ~~ ~—~
=P =03 =03 =2Q
= acP + 2bdQ = M (ac, 2bd)
ce qui nous permet d’écrire
| M(a,b) + M(c,d) = M(a+c,b+d)  M(a,b) x M(c,d) = M(ac, 2bd) |
Recherchons c et d tels que M(a,b)M(c,d) = I3. En tenant compte que a # 0 et b # 0, on a
1
c— =
1 ac= —1 a
M(a,b) x M(c,d) = I3 < M(ac,2bd) = M (-1, -) & 1 & 1
2 2bd = — d=—
2 T 1
. 11 o
On en déduit que M(a,b)M (—, 46) = I3 ce qui implique que
a
. . . . 11
la matrice M(a,b) est inversible et son inverse est M (, 4b> .
a
correction de 1’exercice 7
On utilise le pivot de Gauss
—y+z=a z = Z2=4a | Piwot pour x r—ytz=a
r+2y+z=50 & 3y=b—a Lo+—Ly—L; & Pivot pour y
r+y+2z=c 20+z=c—a | L3« L3 — 1Ly 3z=—-a—2b+3c | L3+« 3Ls—2L,
1 2 — _ _
s= ——a—Zhte r=a+b—-c 1 1 1
3 3
_ 1 + lb z 11 0 a
& y:_laJrlb s YT 73973 sy = 3 b
3 3 1 2 z 1 2 ¢
r=a+y—z=a+b—c z:—ga—gb—i—c T3 73 1
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Par conséquent,
1 1 -1
1 1 0
l'inverse de la matrice A est la matrice A~! = 3 3
1 2
—— — 1
3 3
Vérification : Un calcul direct montre que AA™' = I3 donc on bien obtenu linverse de A.
correction de 1’exercice 8
Par les systémes :
Inversibilité de A
-1 0 2 T a —r+ 2z a —zrz+2z=a —z+2z=a
AX=Y< | 0 O 1 yl=10| < z =|b]l & 2=0 & —y+z=c Ly o Ly
0 -1 1 z c —y+z c —-y+z=c z=1"5

Ce dernier systéme est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc le
conséquent, la matrice A est inversible et 'on a

z=2b

r=—a+2b T -1 2 0 a
AX=Y & y=—-—c+z=b—c S y=b—c slyl=10 1 -1 b
r=—-a+2z=—a+2b z=5b z 0 1 0 c
Par conséquent,
-1 2 0
la matrice A est inversible et son inverseest A1 = | 0 1 -1
0 1 0
Vérification : un calcul direct montre que AA™! = I3
Inversibilité de B
1 -1 0 T a T—y a T—y=a
BX = Y& | 1 2 1 yl=1|ble|lz+2y+z]|=[|b] << z2+2y+z=0b
1 1 0 z c z+y c r+y=c
Pivot pour x r—-—y=a
& y+z=b—a | Llo—La—IL1 & 3y+z=b—a Pivot pour y
2y=c—a Ly — L3 — L —2z=—a—2b+3c | Lz 3Ls—2L

Ce dernier systéme est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc le systéme est de
implique que la matrice B est inversible et 'on a

g= 2T 33+3C:1 —|—b—gc T=—-a+—c % 0 %
b—a—=z 1 1 z 1 1
BX=Y <& Y= 3 _—5044'*6 =3 yz—fa—|—§c S|y = —5 0 5
1 3 z 1 3
r=a+y=—-a+ =c z—§a+b—§c 3 1 3
Par conséquent,
1 0 1
2 2
1
la matrice B est inversible et son inverse est B~ = | =5 0 5
1, 3
2 2

www.mathematiques.fr.st
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Vérification : un calcul direct montre que BB~ = I3
Inversibilité de C

3 =2 0 z a 3z — 2y a 3r —2y=a
CX = Y& |1 0 0 yl =10 < x =|b] & xr=0
0 1 0 z c Y c y=c

- S22y = a
RS TS Pivotpour &, Pivot pour
y=ob—a | [, 3Ly~ I, y y

y==c 0=a—-3b+3c | Ls<—2L3— Lo

Ce dernier systéme est triangulaire et I'un des coefficients diagonaux est nul (le coefficient de z dans la troisiéme ligne) donc
le systéme n’est pas de Cramer, ce qui implique que

la matrice C' n’est pas inversible‘

Inversibilité de D

4 2 1 x a dxr + 2y + 2 a dx+2y+z=a
DX = Y& |(-1 1 -1 yl=|ble| —2+y—2 |=|b]| < —rx+y—z=>b
-2 =2 1 z c —2r—2y—+=z c —2r—-2y+z=c
dx+2y+z=a Pivot pour x dr+2y+z=a
= 6y —3z=4b+a Lo — 4L+ 11 & ’6y73z:4b+a‘ Pivot pour y
—+32=2c+a | L3203+ 1, 6z=4a+4b+6¢ | L3« 3Ls+ Lo

Ce dernier systéme est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc le systéme est de Cramer, ce qui
implique que la matrice D est inversible et ’on a

da+4b+6¢c 2 +2b+ 1 2b 1 1 2 1
z2=———7—=-a+-b+c r=——a—=-b——c —_— - ==
6 3 3 6 3 2 6 3 2
4b+a+3z 1 1 1 1 x 1 1 a
DX =Y & 5 2a+b+20 =y 2a+ +20 slul=1 3 5 b
a—2y—2 1 2 1 2 2 § 2 2 ¢
v 1 6" 30 3¢ FTgetgite 33
Par conséquent,
1 2 1
6 3 2
1 1
la matrice D est inversible et son inverse est D1 = B} 1 B}
2 2 1
3 3
Vérification : un calcul direct montre que DD~ = I3
Inversibilité de E
1 -1 2 =2 T a r—y+2z—2t a rT—y+2z—2t=a
_ 0 0 1 -1 y| _|0b z—1 N ) z—t=1b
EX = Ve 1 -1 1 0 z| e T—y+z I rT—y+z=c
1 -1 1 0 t d T—y+z d r—y+z=d
r—y+2z2—2t=a Pivot pour x r-—y+2z-2t=a
o z—t=5> PN Pivot pour z
—z42t=c—a Ly — Ls— 1L t=c—a+b Ly« L3+ Lo
—24+2t=d—-a Ly—Ly— 1L t=d—a+b Ly Ly+ Lo
rT—y+2z—2t=a
z—t=">
° Pinot pour
0=d-c Ly« Ly+ Lo

Ce dernier systéme est triangulaire et 'un des coefficients diagonaux est nul (le coefficient de y dans la deuxiéme ligne) donc
le systéme n’est pas de Cramer, ce qui implique que

la matrice E n’est pas inversible‘
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Remarque : aprés avoir effectuer le pivot pour x, on constate que y n’apparait dans aucune des trois autres équations donc
nécessairement le systéme ne peut étre de Cramer car y n’aura jamais une valeur définie donc il s’agira d’une variable libre,
ce qui est absurde dans un systéme de Cramer

Inversibilité de F

1 1 1 0 T a r+y+z a r+y+z=a

_ -1 1 0 1 yl| |0 —r+y+t] |b —rz4+y+t=>
FX = Ve -1 0 1 1 T el Tzt T e Ty wrztt=c
0o -1 -1 1 t d —y—z+t d —y—z+t=d

= r+yt+z=a
Pivotpourm y

PN y+z+t=>b+a Ly Lo+ L, < 2y+z+t=b+a Pivot pour y

y+2z+t=c+a Ls — Ly + L, 3z+t=a—-b+2c L3 —2L3 — Ly
—y—z+t=d —z+3t=2d+b+a | La2Ls+ Lo
r+yt+z=a

y+z+t=b+a
3z+t=a—-b+2c Pivot pour z
10t =4a +2b+2c+6d | La<—3Ls+ L3

Ce dernier systéme est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc le systéme est de Cramer, ce qui
implique que la matrice F' est inversible et ’on a

4a+2b+2c+6d 2 1 1 3 3 1 1 2
t= =- b+ - —d =—-a—-b— - —d
10 FOTE T ECT S TEECTE TS
a—b+2c—t 1 2 3 1 1 3 2 1
=—————=—a—-b+-c—=d =- —b——-c—=d
‘ 3 575 575 Y=Y TR
PR ey atboeor 132 1, T 12,080 1,
V= 2 —5°7T5 5% 5 “5 5 5% 5
3 1 1 2 2 1 1 3
=a—y—z=-a—-b——-c+ = t=— b+ —-c+-d
rT=a—-Y—=2 5a 5b 5c—i—5d 5a—|—5 +5C+5
31 12
5 5 5 b
x 3 2 11/
- yl| 5 b 5 5 b
1 |1 2 3 1 c
t 5 5 5 5 d
2 113
5 5 5 5
Par conséquent,
3 1 1 2
5 5 5 5
3 2 1
5 5 5 5
la matrice F est inversible et son inverse est F~! = 1 2 3 1
5 5 5 b
2 113
5 b 5 5
Vérification : un calcul direct montre que FF~' =1,
Par les opérations élémentaires sur les matrices :
Inversibilité de A
-1 0 2 ) 1 00 -1 0 2 1 00
0 0 1 : 01 0 |<| O -1 1 0 0 1 ‘L o
0 -1 1 00 1 0 0 1 01 0 2T
La nouvelle matrice est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc la matrice A est inversible et I'on a
-1 0 0 1 -2 0 -1 0 0 -1 2 0
o -10| i [0 -11 LLl‘T_LLl__QLL?’ s|lo —1o0] P fo 1 -1 Hl::él
0 0 1 01 0 2T 0 0 1 0 10 2 2

www.mathematiques.fr.st 8 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

PHEC1 Correction feuille d’exercices 18 2004-2005

Par conséquent,

-1 2 0
la matrice A est inversible et son inverse est A~'=| 0 1 -1
0 1 0
Vérification : un calcul direct montre que AA™! = I3
Inversibilité de B
1 -1 0 1 0 0 1 -1 0 1 0 0
1 2 1 01 0 & 0 3 1 -1 1 0 Lo« Ly — Ly
1 1 0 0 0 1 0 2 0 -1 0 1 Ly« L3 — 1y
1 -1 0 1 0 0
& 0 3 1 -1 1 0
0 0 -2 -1 -2 3 L3 — 3L3 - 2L2

La nouvelle matrice est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc la matrice B est inversible et 1'on a

1 -1 0 1 0 0 6 0 O 3 0 3
06 0 Pl =30 3 Lot L 06 0 30 3 Lo 6L+ L
00 -2 -1 -2 3 2 2T 00 -2 -1 -2 3
1 1 1
3 0 3 by =gl
1 0 O 1 1 1
- — L —L
(o3 C || e
1 3 1
- 1 —= L ——L
5 5 3 2
Par conséquent,
1 0 1
2 2
1
la matrice B est inversible et son inverse est B~ = -5 0 5
1
Lo
2 2
Vérification : un calcul direct montre que BB~ = I3
Inversibilité de C
3 -2 0 1 0 0 3 -2 0 1 0 0
1 0 O 01 0 & 0 2 0 -1 3 0
0 1 0 00 1 0 1 0 0 0 1 Ly = 3L = I
3 -2 0 1 0 0
& 0 2 0 -1 3 0
0 0 0 1 -3 2 L3 — 2L3 - LQ
La nouvelle matrice est triangulaire et 'un des coefficients diagonaux est nul ce qui implique que
la matrice C n’est pas inversible
Inversibilité de D
4 2 1 1 00 4 2 1 1 0 0
-1 1 -1 01 0 & 0 6 -3 1 4 0 Lo 4Ly + L4
-2 -2 1 0 0 1 0 -2 3 1 0 2 L3« 203+ Ly
4 2 1 1 0 0
& 0 6 -3 1 4 0
0 0 6 4 4 6 L3y« 3L3+ Lo
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La nouvelle matrice est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc la matrice D est inversible et I'on a

24 12 0 2 —4 -6 24 0 O —4 -16
0o 12 0] @ [6 12 6 Ly = 6Ly = Ly 0 12 0 6 12
L2<—2L2+L3
0 0 6 4 4 6 0 0 6 4 4

1 2 1 1
— = —_ = —_ = L]_(-*Ll
6 3 2 24
1 0 0 1 1 1
2 2 1
- - 1 L —L
3 3 3T
Par conséquent,
L2 1
6 3 2
1 1
la matrice D est inversible et son inverse est D1 = B} 1 B}
2 2
|
3 3
Vérification : un calcul direct montre que DD~ = I3
Inversibilité de F
1 -1 2 =2 1 0 00 1 -1 2 =2 1 0 0 O
0O 0 1 -1 0100(:)001—1 01 00
1 -1 1 0 00 1 0 1 -1 1 0 0 0 1 0
1 -1 1 0 0 0 0 1 1 -1 1 0 0 0 0 1
1 -1 2 =2 1 0 0 0
o 0O 0 1 -1 0 1 0 0
0O 0 0 1 -1 0 1 0 L3 «— L3+ Lo
0O 0 0 1 -1 0 -1 1 Ly« Ly+ Ly
1 -1 2 =2 1 0 0 0
- 0O 0 1 -1 0 1 0 0
0O 0 0 1 -1 0 1 0
0O 0 0 O 0 0 -2 1 Ly Ly— L3

—12

L1<—L1—L2
L3<—>L3—L1
L4<—>L4*L1

La nouvelle matrice est triangulaire et au 'un des coefficients diagonaux est nul (le coefficient de y dans la deuxiéme ligne)

donc

Inversibilité de F :

1
0
“ 1o
0
1
0
“ 1o
0
1
0
“ 1o
0

www.mathematiques.fr.st
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la matrice F n’est pas inversible‘

B = e e = = 2O

O~ =
oo = O

o= o O

NNOO oo O

OO O po oo

o= o O

— o o o

Lo «— Lo+ 14
Ly L3+ Ly

L3 Aand 2L3 - L2
L4 ad 2L4 + L2

Ly« 3L+ L3
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La nouvelle matrice est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc la matrice F' est inversible et I'on a

11 1
0 20 10

0 0 30

0 0 0

30 30 0

R
0 0 30

0 0 0

60 0 0
oo 60 o
0 0 30

0 0 0
10

01

“ 1o o

0 0

Par conséquent,

o O O

—_
o

—
o

o= O O

—
Sococo

o O O

_ o o o

1
6
6
4

24
12
6
4

36
12
6

S

N O = Ol — ol W

0
8
—12
2

12
36
—12
2
—12

36
—12

0 0
-2 —6
18 -6
2 6
—-18 6
—24 —12
18 —6
2 6
—-12 24
—24 -12
18 —6
2 6
1 2
5 5
2 1
3 )
3 1
) )
1 3
5 )

L2 — 10L2 - L4
L3 — 10L3 - L4

L1 — 30L1 - L3
LQ — 3L2 — L3

Ll — 2L1 7L2

la matrice F est inversible et son inverse est F~1 =

G N Ol = ol = ot w

| = ot w

Vérification : un calcul direct montre que FF~' = I
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