PHEC1 Correction feuille d’exercices 13 2004-2005

correction de ’exercice 1
1. Loi de B : Bien entendu, les tirages étant sans remise, on ne peut piocher plus de 2 boules blanches donc B(2) = [0, 2]
et

Justification du calcul de probabilité :
P(B = k) : L’événement (B = k) signifie que l’on doit piocher k boules blanche (donc 5 — k boules noires) lors de
5 pioches sans remise. Pour les cas favorables, on choisit k boules parmi les 2 blanches ((i) choiz), les 5 — k autres

boules sont choisis parmi les 8 boules noires ((5fk) choiz) et pour les cas possibles, on choisit 5 boules parmi les 10
2\ 8
() ()
(5)
5

présentes dans 'urne ((150) choiz) donc P(B =k) =

2 5 2
Vérification := + - + = =1
éri1 ca10n9+9+9

2 5 2 2 5 2 13 4
EB)= kP(B=k)==+42x=-=1 EB)H=) kKPB=k=-+22x=-=" B)=E(B>-[E(B)? ==
()gzo( )9+x9 ()k§:O( )9+><99V() ()[()]9

Loi de IV : Bien entendu, on ne peut obtenir plus de boules noires et le plus petit nombre de boules noires piochées
est obtenu lorsque 'on a pioché les deux boules blanches, c’est-a-dire que ’on pioche au moins 3 boules noires. Par
conséquent, N(2) = [3,5] et

v~ 3)(%355)@3 P(N4)(§E)l5°® 5 g 00 2

8 2
& Vke[3,5], P(N=k)= M

(5)

~—
Ne}

Justification du calcul de probabilité :
P(N = k) : L’événement (B = k) signifie que l’on doit piocher k boules noires (donc 5 — k boules blanches) lors de
5 pioches sans remise. Pour les cas favorables, on choisit k boules parmi les 8 noires ((2) choiz), les 5 — k autres

boules sont choisis parmi les 2 boules blanches ((Szk) choix) et pour les cas possibles, on choisit 5 boules parmi les 10
8\ ( 2
() 24)
0
(5)

présentes dans 'urne ((150) choiz) donc P(N = k) =

2 5 2
Vérification : = + = 4+ = =1
érification 9+9+9
> 2 5 2
E(N) = EP(N=k)=3X=-44x-+5x=-=4
(N) ,;3 ( ) xgHAx 55X g
5
2 5 2 148
E(N?) = EPP(N=kK)=3*x =442 x - +5>x = = —
(N?) kzzg ( ) xg T x g xo ==
4
VIN) = E(NY) - [ENP =g

Indépendance de B et N : A priori, les variables B et N ne sont pas indépendantes puisque la connaissance du nombre
de boules blanches fournit la connaissance du nombre de boules noires. Mais nous savons que 'indépendance logique
n’est pas équivalente a l'indépendance probabiliste (aucune d’entre elle n’implique autre en général). Néanmoins,
cela nous donne un début d’intuition et l’on va considérer les événements (B = 0) et (N = 3). Il est évident que
(B =0)N (N = 3) est impossible puisqu’il signifie qu’en piochant cing boules, on obtient 0 boule blanche et 3 boules

2 2
noires donc P(B = 0N N = 3) = 0. D’autre part, d’apres les calculs précédents P(B = 0)P(N = 3) = 3% donc
P(B=0NN =3) # P(B=0)P(N = 3), ce qui implique les variables B et N ne sont pas indépendantes.
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2. Loi de B : Les tirages étant avec remise, on peut avoir autant de boules blanches que 'on souhaite donc B(2) = [0, 5]]
2\’ 1024 2\’ o2
PB=0 = (°V(2) (2) =02 ppoy-(°)(2) (&) = %6
0/ \ 10 10 3125 1/ \10 10 625
2\? 12 2\° 32
P(B=2) = o\ (2 8 :78 P(B=3)= ) (2 8 :i
2/ \10 10 625 3/ \ 10 10 625
4 1 5 0
5 2 8 4 5 2 8 1
P(B=4) = — — )| =— P(B=5)= - ) =
( ) (4) (10) (10) 625 ( 5) (5) (10) (10> 3125

& Vke[0,5], P(B=k)= (Z) (120>k (180>5k

Justification des calculs de probabilités :
P(B = k) : L’événement (B = k) signifie que l’on doit piocher k boules blanches (donc 5 — k boules noires) lors de
cing pioches avec remise. On choisit donc k pioches parmi les 5 pioches possibles ((2) choiz), la probabilité que ces k

k
pioches fournissent k boules blanches est égale a (10> et la probabilité que les 5 — k pioches restantes fournissent

g\ 5k 9\ / g\ k

. ) . 5

5 — k boules noires est égale a (10> donc P(B=k) = (3) (10) (10>
024 256 128 32 4

V' 'ﬁ t' : — _ —_— _ _— 7:1
erthication : oo + o5 T 625 T 625 T 625 3125
> 256 128 32 4
E(B) = EP(B=k)= 22 4 2x 20 13 x o2 fdx — 45x — =1
(B) kZ:O ( ) =625 T2 % 635 T3 ¥ 625 T 1% 635 T X 3135
5
256 128 32 4 19
E(B*) = Y KPB=k)=__+22x " +3x _+42x — 45 x — ==
(B7) kz::o ( ) =625 2 Xem TP Xt X e TP X315 5
4
V(B) = E(B*) - [EB) = E

Loi de N : Les tirages étant avec remise, on peut avoir autant de boules blanches que 'on souhaite donc N(§2) = [0, 5]
0 5 1 4
2 1 2 4
P(N=0) = 5\ (& =) =—, P(N=1)= 0\ (8 2 = =
0/ \10 10 3125 1 10 10 625
2 3 3 2
5 8 2 32 5 8 2 128
P(N=2) = — — ) =— P(N=3) = — ~) ==
( ) (2) (10) (10) 625 ( 3) (3) (10) (10) 625
4 1 5 0
2 2 2 1024
P(N=4) = P\ (& = :ﬁ P(N =5) = ) (& il :L
4/ \ 10 10 625 5/ \ 10 10 3125

& Vke[0,5], P(N=k)= (z) (180>k <120>5k

Justification des calculs de probabilités :
P(N = k) : L’événement (N = k) signifie que U'on doit piocher k boules noires (donc 5 — k boules blanches) lors de
cing pioches avec remise. On choisit donc k pioches parmi les 5 pioches possibles ((2) choiz), la probabilité que ces k

k
pioches fournissent k boules noires est égale a <10) et la probabilité que les 5 — k pioches restantes fournissent 5 —k

9 \ 5k 5 g\ /9 \*
2 \ - P N p— — P —
boules blanches est égale a (10> donc P( k) <k> (10) <10)

4 32 128 256 1024

V‘ 'ﬁ t' : - _ - R _ =
ertfication : oo + 525 T 625 T 625 625 3125
5
4 32 128 256 1024
E(N) = SAPIN —k) =1 x o 42x 22 4 3x 220 4y x 20 L5 2022y
(N) kZ:O ( )= X o P2 s T3 X s T s TP 31
5
4 32 128 256 1024 84
E(N?) = Y KP(N=k)=12x — +22x — +32x 442 x ~_ 452 x —— = —
(N7) ];O ( ) st e T e T “6 T 31 5
4
VN) = BV~ [ENP =
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correction de ’exercice 2
1. La premiére boule blanche peut étre obtenue au tirage n° 1,2,3,4 ou 5 mais pas au tirage 6 car cela impliquerait que
les 5 boules précédentes sont noires, ce qui n’est pas possible donc B(Q2) = [1, 5].

Pour calculer les probabilités correspondantes, on introduit les événements B; : " piocher une boule blanche au i-iéme
tirage "
2 — — 4 2 4
P(B=1) = PB)= 5 P(B =2)=P(B1NBy) = P(B1)Pg(Bz2) = 8 X E= I8
. — _ 4 3 2 1
P(B = 3) = P(Bl N By N Bg) = P(Bl)PE(B2)PEQE(BS) = 6 X g X Z = g
- I — — 4 3 2 2 2
P(B = 4) = P(Bl N By N BzN B4) = P(Bl)PE(Bz)PEQE(B3)PEQEWE(B4) = 5 X 5 X 1 X 3 = '
P(B=5) = P(BiNB2N B3N BiN Bs) = P(B1)Pg(B2) Pp;5;(B3) Pr sy rim; (Ba) P s s 5 (Bs)
4 3 2 1 2 1
= - X-X-X=X==—
6 5 4 3 2 15
En résumé, on a
B(92) =[1,5] P(B—l)—2 P(B—Q)—i P(B—S)—1 P(B—4)—g P(B—5)—i
o 6 1y S 15 15

Justification des calculs de probabilités :

P(By) : il y a 6 boules en tout dont 2 blanches donc P(By) =

N

S — 4
P(By) :ily a 6 boules en tout dont 4 non blanches donc P(B1) = —

Pg—(Bz) : une boule non blanche a déja été piochée donc l'urne contient 5 boules dont 2 blanches et 3 non blanches.
La probabilité de piocher une boule blanche dans cette urne est donc égale a g

PBj(Bﬁg) : une boule non blanche a déja été piochée donc l'urne contient désormais 5 boules dont 2 blanches et 3 non
blanches. La probabilité de piocher une boule non blanche dans cette urne est donc égale a 3

PEOE(B3) : deuzx boules non blanches ont déja été piochées donc l'urne contient désormais 4 boules dont 2 blanches
et deux non blanches. La probabilité de piocher une boule blanche dans cette urne est donc égale a Z

PEOE(E) : deuzx boules non blanches ont déja été piochées donc l'urne contient désormais 4 boules dont 2 blanches
et deux non blanches. La probabilité de piocher une boule non blanche dans cette urne est donc égale & g
PEHENE(B4) : trois boules non blanches ont déja été piochées donc l'urne contient désormais 3 boules dont 2 blanches
et une non blanche. La probabilité de piocher une boule blanche dans cette urne est donc égale a 2

PEOEHE(E) : trois boules non blanches ont déja été piochées donc l'urne contient désormais 3 boules dont 2 blanches

1
et une non blanche. La probabilité de piocher une boule non blanche dans cette urne est donc égale & —.

PEﬁEﬂEﬂE(B5) : quatre boules non blanches ont déja été piochées donc l'urne contient désormais 2 boules qui sont

toutes blanches. La probabilité de piocher une boule blanche dans cette urne est donc égale o 1
2 4 1 2 1
Vérification: -+ —+ -+ -+ —- =1
érification 6+15+5+15+15

5
2 4 1 2 17
E(B) = kP(B=k)=1x=+2x — S 44 x — S
(B) ; ( ) ><6+ ><15+3><5+ ><15+5><15 3
5
2 4 1 2 1
E(B?) = BPP(B=k)=12x=>4+22x —+32x-+4+4°x —+52x —=7
(B%) ; ( ) S R T A A R TR T
140
V(B) = E(B?) -[E(B)?= 3

2. Le nombre tirage minimum pour qu’il ne reste qu’une seule couleur est 2 (lorsque 'on pioche deux blanches successives).
Le nombre maximal est 5 (parmi les cing, soit on a obtenu les 4 noires, soit on a au plus 3 noires donc on a au moins
les 2 blanches). Pour faire disparaitre une couleur, on peut également faire 3 pioches (B N By N By par exemple) ou 4
pioches (B; N Bo N B3 N By par exemple).
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Par conséquent, X (2) = [2, 5]

2 1 1
P(X:2) = P(BlﬂBg) :P(Bl)PBl(BQ)Z*X*Zf
NS 6 5 15
disparition des blanches
— — 4 2 1 2 4 1 2
P(X=3) = PBINBNB3)+P(BiNBaNB3) = - X=X~ +ox-x-=—
( 3) (1m 2 M 3)"‘(1(\ 2N 3) 6><5><4—|—6><5><4 5
disparition des blanches
P(X=4) = P(B1NByNB3NBy)+ P(BiNByN B3N By)+ P(ByNBaN B3N By)+ P(By N By N B3N By)
disparition des blanches disparition des noires
4 3 1 4 2 3 1 4 3 2 1 4 3 2 1 4
= —X=oX-X-F+=-X=-X-X-+=-X=-X-X-+=X=X=X==-—
6 5 4 3 6 5 4 3 6 5H 4 3 6 5H 4 3 15
P(X=5) = P(BiNByNB3NBy;NBs)+ P(ByNByN B3N ByN Bs) + P(By N By N B3N ByN Bs)

disparition des blanches
+P(BiNBsN B3N ByN Bs) + P(ByNByN B3N ByN Bs) + P(B; N By N B3N By N Bs)
disparition des blanches disparition des noires

+P(B1 N By N B3N ByN Bs) + P(By N By B3N By N B)

disparition des noires

P— gxéX§XZx}+éx2x§xel+éx§xgxgxl
6 5747372 65747372 675747372
4 3 2 2 1 2 4 3 2 1 4 2 3 2 1
F-XoX=X=-X=-F=X=-X=-X=-X=-4+=X=-X—-X=X=
6 547372 65747372 675747372
4 3 2 2 1 4 3 2 2 1
F- XX =-X=-X=-4+=X=-X-X=-X=
65747372 65747372
_ 8
15
En résumé, on a
X(Q) =[25], P(X=2=—, P(X=3)=—=, P(X=d)=—~, P(X=5=->
T 7 1n 15 15 15
1 2 4
Vérification : ——&-——i———l—é =1

15 15 15 15
Justification des calculs de probabilités : la justification est identique a celle pour la loi de B dans la question 1.

5
1 2 4 8 64
E(X) = I;P(X—k)72><1—5+3xﬁ+4x175+5x1757175
1 2 4 8 286
2 = 2 = 2 2 2w = 2, © _ 2%
BE(X7) Px B AP P x o=
194 194 /194
V(X) = BX*)-[BX)P=p o(X) = V(X):\/;:15

3. Considérons les événements (B = 3) et (X = 2). L’événement (B = 3) N (X = 2) est impossible car il signifie que
la premiére blanche est obtenue au troisiéme tirage, donc les deux premiers tirages fournissent des boules blanches,
et qu'une couleur a disparu au deuxiéme tirage, il s’agit nécessairement de la couleur blanche donc les deux premiers
tirages doivent fournir des boules blanches. Ainsi P(B = 3NX = 2) = 0 et, d’apreés les calculs précédents des questions

1 1
let2,ona P(B=3)P(X =2)= 5 X 15 donc P(B=3NX =2) # P(B =3)P(X = 2) ce qui implique que les
variables B et X ne sont pas indépendantes.

correction de I’exercice 3
On introduit naturellement les événements

R; : " obtenir une boule rouge au i-iéme tirage ",
N, : " obtenir une boule noire au i-iéme tirage "
J; : " obtenir une boule jaune au i-iéme tirage "

Pour simplifier les notations, on notera J;Jo ’événement J; N Js, etc.
Déterminons pour commencer 'univers de X. Il peut rester deux couleurs distinctes au bout de 1 tirage (Ry), 2 tirages
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(N1Ry), 3 tirages (J1J2J3). 4 tirages (J1J2N3Jy). Par contre, on peut avoir un nombre supérieur ou égal de 5 tirages. En
effet, si c’était le cas, les quatres premiers tirages donnent nécessairement soit 3 jaunes (et il reste donc 2 couleurs distinctes
avant le cinquiéme tirage), soit 2 jaunes donc nécessairement 1 rouge et 1 noire ou 2 noires et dans tous les cas, une des
couleurs a disparu au quatriéme tirage (et il ne reste que deux couleurs distinctes au quatrieme tirage).

Par conséquent, X () = [1,4].

1
P(X=1) = P(R)=g
P(X=2) = P(NiR2)+ P(J1Rs) + P(N1Ns) = P(N1)Pn, (R2) + P(J1) Py, (Rs) + P(Ny1) Py, (N2)
disparition des rouges disparition des noires
— 2X1+§X1+2X1*l
65 6 5 6 5 30
P (X = 3) = P(J1J2R3) + P(JlNgRg) + P(NngRg) + P(J1N2N3) + P(N1J2N3) + P(J1J2J3)
disparition des rouges disparition des noires disparition des jaunes
— §XgX1+§X2X1+2X§X1+§X2X1+2X§X1+ §ngl —3
6574 654 6 54 654 6 5 4 6 5 4 10
—_———
disparition des rouges disparition des noires disparition des jaunes
P (X = 4) = P(J1J2N334) + P(J1N2J3R4) + P(N1J2J3R4) +P(J1J2N3N4) + P(J1N2J3N4) + P(N1J1J2N4)
disparition des rouges disparition des noires

+P(N1J1J2J3) + P(J1N2J3J4) + P(J1J2N3J4)

disparition des jaunes

3 2 2 1 3 2 2 1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 2 1 2 3 2 1
T s 5 a3 e 5 a3 e 5 1 3 e 5 1 3 6 57137 6% 5 1%3
disparition des rouges disparition des noires
L2082 1.3 2 2 1 3 2 2 1
6 5 4 3 6 5 4 3 6 5 4 3

disparition des jaunes

1

5

Justification des calculs de probabilités : Je détaillerais pas tous les calculs, seulement deuz, les autres étant absolument
identiques.

Py, (Ry) : l’événement Jy est réalisé, c’est-a-dire que l'on a pioché une boule jaune, donc l'urne contient désormais 5 boules
dont 1 rouge, 2 noires et 2 jaunes et on souhaite la réalisation de l’événement R, c’est-a-dire que l’on souhaite piocher une

1
boule rouge dans cette nouvelle urne. La probabilité de piocher une boule rouge est alors de —

Py Nygs (Ra) : Uévénement JyNaJs est réalisé, c’est-a-dire que l’on a pioché trois boules dont deuz boules jaunes et une boule
notre, donc l'urne contient désormais 3 boules dont 1 rouge, 1 noire et 1 jaune et on souhaite la réalisation de I’événement
Ry, c’est-a-dire que l’on souhaite piocher une boule rouge dans cette nouvelle urne. La probabilité de piocher une boule rouge

1
est alors de 3

En résumé, on a

X(@)=[14], POX =1 =g P(X:2)=%, P(X:s):l%, P(X:4):%
Vérification : %+3—70+%+130:1
E(X) = ng(Xk)lxé+2x;0+3x130+4xﬁ)ﬁ
B(X?) = ngP(X=k)=1QXé+22x?L+32x1?;)+42><§):‘f’
V(X) = B(X?) - [E( )}2:%

correction de l’exercice 4

Un plateau est constitué de 25 cases. Derriére deux de ces cases se cache une bouteille de Champagne. On fixe un entier
n € [1,25] et on retourne n cases au hasard. Soit X, la variable aléatoire égale au nombre de bouteilles découvertes.
Déterminer la loi de probabilité de X,, ainsi que son espérance et sa variance.
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correction de ’exercice 5
On lance n fois consécutives une piéce. La probabilité d’obtenir "pile" est p et celle d’obtenir "face" est ¢ =1 — p.

Pour tout entier naturel k, supérieur ou égal a 2, on dit que le k"¢ lancer est un changement s’il améne un résultat différent
de celui du (k — 1)**™¢ lancer.
On note X, la variable aléatoire égale au nombre de changements survenus durant les n premiers lancers.

1. Donner la loi de X5.
2. Donner la loi de X35. Vérifier que F(X3) = 4pq et que V(X3) = 2pq(3 — 8pq).
3. Trouver la loi de X4. Calculer E(Xy).

correction de I’exercice 6
On tire simultanément r jetons d’une urne contenant n jetons numérotés de 1 & n (r < n). On note X, , la var égale au
maximum des 7 numéros obtenus.

1. Donner les lois des variables X3 2, X492, X43, X54.

2. Déterminer la loi de X, , pour n et r quelconques avec r < n.
n

En déduire la valeur de > Cr—1.
k=r

correction de 1’exercice 7
On tire, avec remise, cinq boules d’une urne contenant dix boules numérotés de 1 & 10. On note X la var égale au maximum
des deux numéros obtenus et Y la var égale au minimum des cinq numéros obtenus.

1. Déterminer soigneusement X (€2) et Y (Q).

2. Calculer P(X < k) pour k € X(Q2) et P(Y > k) pour k € Y(Q).
En déduire les lois de X et Y.

3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes 7

correction de 1’exercice 8

n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2. On effectue des tirages au hasard dans une urne contenant des boules
numérotées de 1 a n. Un tirage consiste a extraire une boule de 'urne, la boule tirée étant ensuite remise dans 'urne. On
note N la variable aléatoire égale au numéro du tirage au cours duquel, pour la premiére fois, on a obtenu une boule déja
obtenue auparavant.

1. Verifier que N(Q) ={2,..,n+ 1}.
Ak
2. Démontrer que : Vk € {1,n}, P(N > k+1) = —.
n
3. En déduire P(N = k) (on distinguera les cas k < n et k =n+1).
n Ak

4. Montrer que I'espérance E(N) = > —r.
k=0 T

www.mathematiques.fr.st 6 /@ abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

