PHEC1 Correction feuille d’exercices 10 2004-2005

correction de ’exercice 1
1. On introduit ’événement Ry : " la place est réservée le jour k " et donc p(Ry) = ri.
Le systéme (Ry, Ry,) est un systéme complet d’événements et I'on a :

p(Rey1) = p(RiN Riy1) 4+ p(Ri N Riy1) = p(Ri)pr, (Riy1) + p(Ri)pg-(Rit1)
9 4
= (R + el

Justification des calculs de probabilités conditionnelles :
PR, (Re+1) © Uévénement Ry, est réalisé, donc la place est réservée le jour k, et l’on souhaite que la place soit encore

réservée le jour k + 1. D’aprés l’énoncé, la probabilité de réalisation de cet événement est 10

pE(Rk+1) : Uévénement Ry est réalisé, donc la place est libre le jour k, et I'on souhaite que la place soit réservée le

4
jour k+ 1. D’aprés I’énoncé, la probabilité de réalisation de cet événement est 0

En remarquant ensuite que p(Ry) = i et p(Ry) = 1 — p(Ry) = 1 — 71, on obtient

9 4 1 2
Yk EN,  mepr = gamet p(l=me) = gt

2. La suite 7 est arithmético-géométrique.
Recherche de la constante L :

1 2 1 2 2 4
TR L *5 75
. . . . 4 4
On introduit alors la suite u définie par : Vk € N, uk:rkfg@rk:ukJrg.
4 1 2 4 1 4 2
k = ——=— Z__—_== N =
VkeN, Upt1 =Tkt1 5 27’k+5 5 2(uk+5) 5 U,

. . . 1 . .
La suite u est géométrique de raison 3 ce qui nous permet d’écrire

Vk € N ! = 4 ! 4 = 4 4 t li 4
Uy = —7U rk——=—1\70—= rp=—-——=—e€tr= lim r,=—
R T g 0T TR T e T or 10T 5 KT 5T 5 x 2k hotoo 5

Remarque : 1y . —_~>_ 5 signifie qu’a long terme, c’est-a-dire aprés un grand mombre de jours, la probabilité qu’une
— 100

4
place donnée soit réservée est environ égale o F= 0.8 autrement il y a environ 80 % de chance pour qu’une place

donnée soit réservée.

correction de I’exercice 2
1. Calcul de P(B;) : Pour obtenir la boule blanche au premier tirage, on doit déja choisir 'urne. Etant donné que 1’on
a le choix de 'urne Uy ou Us, on introduit les événements A : " piocher dans 'urne U; " et B " piocher dans I'urne Us
" 11 s’agit clairement d’un systéme complet d’événements et 'on a :

13 1 10 2 2
3 0_23_ [, 33

P(By) = P(AN By) + P(BN By) = P(A)YPA(By) + P(B)Ps(By) = % g X gy = s = | P(B) = oo

Justification des calculs de probabilités :
1
P(A) et P(B) : Le choiz de chaque urne étant équiprobable donc P(A) = P(B) = 3

P4(By) : lévenement A est réalisé, c’est-a-dire que 'on a choisi 'urne Uy pour piocher la boule, et l'on souhaite
piocher une boule et que cette boule soit blanche. Autrement dit, il s’agit de calculer la probabilité de piocher une boule
13
13+5 18
Pg(By) : lévenement B est réalisé, c’est-a-dire que l'on a choisi U'urne Uy pour piocher la boule, et l'on souhaite
piocher une boule et que cette boule soit blanche. Autrement dit, il s’agit de calculer la probabilité de piocher une boule

10 10
blanche en un tirage dans l'urne Us qui contient 10 boules blanches et 12 boules noires donc Pg(B1) = 0+ 12 = 2
Calcul de P(B;) : Pour obtenir une boule blanche au second tirage, on doit savoir dans quelle urne on doit piocher

au second tirage, autrement dit, on doit savoir qu’elle est la boule piochée au premier tirage (on pioche soit une boule

blanche en un tirage dans U'urne Uy qui contient 13 boules blanches et 5 boules noires donc Pa(B1) =
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blanche, soit une boule noire ce qui est la méme chose que de piocher une boule non blanche). On introduit alors le
systéme complet d’événements (Bj, By) ce qui nous donne

_ J— 233 13 233 10 47989
P(Bsy) =P(BiNAB P(B;NBy)=P(B;)Pg, (B P(B1)Ps(By) = — X — 1—-— — =
(B2) = P(B1 0 By) + P(B1N Bz) = P(B1)Pp,(B2) + P(B1)Pp(B2) = 50 % 10+ (1= 350) X 05 = =o7ne

Justification des calculs de probabilités conditionnelles :
Pp,(B3) : l’événement By est réalisé, c’est-a-dire qu’une boule blanche est piochée au premier tirage donc on pioche

la seconde boule dans l'urne Uy, et on souhaite piocher une boule blanche au second tirage. Ainsi il s’agit de calculer
13

_ 18
PE(BQ) : Dévéenement By est réalisé, c’est-a-dire qu’une boule noire est piochée au premier tirage donc on pioche la
seconde boule dans l'urne Us, et on souhaite piocher une boule blanche au second tirage. Ainsi il s’agit de calculer la

la probabilité de piocher une boule blanche dans l'urne Uy donc Pp,(Bz2) =

probabilité de piocher une boule blanche dans l'urne Us donc PE(BQ) = 2

2. Pour obtenir une boule blanche au n-iéme tirage, on doit savoir dans quelle urne on doit piocher au n-iéme tirage,
autrement dit, on doit savoir qu’elle est la boule piochée au (n — 1)-iéme tirage (on pioche soit une boule blanche, soit
une boule noire). On introduit alors le systéme complet d’événements (B, _1, B,,—1) ce qui nous donne

_ . 13 10—

P(Bn) = P(Bn_l N Bn) + P(Bn_l N Bn) = P(Bn—l)PB",l(Bn) + P(Bn_l)Pﬁ(Bn) = TSP(Bn_l) + EP(Bn_l)
13 10 13 10 10 53 10 53 5
= TSP(BnA) + ﬁ(l — P(By—1)) = (18 - 22) P(B,-1) + = @P(Bmﬂ + 2 = 198 (Bn—1) + 11

et lexpression de P(B,,) en fonction de P(B,,—1) est

53 5
3. La suite (P(By))nen est arithmético-géométrique.
Calcul de la constante L :

53 5 145 5 198 5 18
L= 2+ e X2 20, 2 _2°
198 + 11 < 198 11 < 145 . 11 29
. . . . 19 19
On introduit la suite u définie par : Vn € N, wu,, = P(B,) — 30 < P(B,) =u, + 29

19 53 5 18 53 18 53 53

n :PBn _7:7PBTL— 1 a0 T0o n aa ]l T 5 a T 700 Un
Un+1 = P(Bu1) = 55 = 1gg P(Br-1) + 37 = 35 = 1gg (“ +29> 319 ~ 198"

. PO : 53
La suite u est géométrique de raison 198 donc on a

53 \ " 18 53\" ! 18
vn € NX, wu, <198> u; & P(By) 59 <198> < (B1) 29>

18 371 [/ 53\ 18
P(B,) = — — 22 lim P(B,) = —
@ \PBY) =55~ 11 (198) = m P(Ba) =59

Remarque : on exprimer u, en fonction de uy et non de ug car P(Bgy) n'est pas définie mais P(B1) a un sens et est

définie.

Interprétation : Aprés un nombre suffisamment grand de tirages, la probabilité de piocher une boule blanche & un
18 .

tirage quelconque est environ égale a 29 ~ 0.6214+1073, c’est-a-dire qu’aprés un nombre suffisamment grand de tirages,

on a environ 62,1 % de chance de piocher une boule blanche & un tirage

correction de I’exercice 3
1. (a) L’évolution du titre a I'instant ¢ = n+1 dépendant clairement de 1’évolution du titre a I'instant ¢ = n, on introduit
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naturellement le systéme complet d’événements (M,,, Sy, By,), ce qui nous donne

P(Mn+1) = P(Mn N Mn+1) + P(Sn N Mn-‘rl) + P(Bn N Mn+1)
P(Mn)PMn (MnJrl) + P(Sn)PSn (MnJrl) + P<Bn)PBn (MnJrl)
(1= 2a)P(M,) + aP(S,) + aP(B,)
P(Sp+1) = P(M,NSp11)+ P(SpNSpt1) + P(BnNSpt1)
= P(Mn)PMn (S’n-i-l) + P(Sn)PSn (Sn-H) + P(BTL)PBn (Sn-H)
aP(M,)+ (1 —2a)P(S,) + aP(B,)
P(Bpy1) = P(MpN Bpy1) + P(Sy N Byy1) + P(Bp N Bpy)
= P(Mn)PMn (Bn+1) + P(S")Psn (Bn-H) + P(Bn)PBn (Bn-&-l)
aP(M,) + aP(Sy,) + (1 — 2a)P(B,)

ce qui nous fournit les relations de récurrence demandées

Pny1 = (1 — 2a)p, + agn + ary,
vn e N, Gnt1 = apn + (1 —2a)q, + ary
Tnt1 = apn + agn + (1 — 2a)r,

Justification des calculs de probabilités conditionnelles :

Py, (Myiq1) : Uévénement M, est réalisé, donc le titre a monté le jour n, et l'on souhaite la réalisation de
lévénement M, 1, c’est-a-dire que le titre monte le jour n + 1. Autrement dit, il s’agit de calculer la probabilité
que, si le titre a monté le jour t = n, le cours monte le jour n+ 1. Cette probabilité vaut (1 —2a) d’aprés l’énoncé.
Les autres probabilités se calculent de la méme facon et elles ne posent aucune difficulté.

(b) Puisque le systéeme d’événements (M,,, Sy, B,,) est complet, on a

P(My,)+ P(S,) + P(Bn) =16 |pp+au+ra =1]|=|ra=1-p,—qu

2. La combinaison des identités démontrées aux questions (1)a. et (1).b nous fournissent les identités suivantes

P11 = (1 =20)pp +agn +a(l =pn —qn) | [ Pot1 = (1 =3a)p, +a
Gn+1 = GPp + (1 - 2a)Qn + a(l —Pn — Qn) qn+1 = (1 - Sa)qn +a

3. Puisque p et ¢ vérifient la méme relation de récurrence, nous allons simplement effectuer le calcul pour p et nous
donnerons directement le résultat pour ¢
Recherche de la constante L

1
L=(1-30)L+a<3al=a0a & L=— = -
a#0 3

On introduit la suite u définie par

1 1
VneN, U, =pn— =Dy =10Un+ =

3 3
On a alors
1 1 1 1
Unt1 =Pl = 3 = (1-3a)p, +a— 3= (1—3a)(un+§)+a— 3= (1 —=3a)uy
La suite u est géométrique de raison 1 — 3a, ce qui nous permet d’écrire
. 1 . 1 1 1
VneN, u,=(1-3a) U S P = 5 =(1-3a) (p0—§)<:> Vn € N, pn:§+(1—3a)”(po—§)

et par conséquent,

1 1
YneN, gq,= 3 + (1 —3a)"(q — g)

Détermination des différentes limites :
D’aprés ’énoncé, on a 0 < a < 1, ce qui nous donne

1 1
O<a<§<:>0<3a<%@—g<—3a<0<:>1—g<1—3a<1<:>—§<1—3a<1

www.mathematiques.fr.st 3 /@ abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

PHEC1 Correction feuille d’exercices 10 2004-2005

Puisque 1 — 3a €] — 1, 1], la suite ((1 — 3a)™),, converge vers 0 et on en déduit immédiatement que

lim = lim =
n—-+4oo pn n—-+4oo qn

W= W

1
= — donc
3

Wl =

et comme Vn € N, 1, =1—p, — q,, on obtient que lirf rp=1—
n—-+0o0

lim = lim = lim r,=-
n~>+oopn n4>+ooqn n—-+o0o " 3

Interprétation : Aprés un nombre suffisamment grand de jours, il y a équiprobabilité de hausse, de stagnation ou de
hausse du titre.

correction de 1’exercice 4
1. Puisqu’au temps ¢t = 0, la guépe se trouve dans la piece A, on a évidemment

’aozp(Ao)zl, bozsozo.‘

D’autre part, & l'instant ¢ = 1, on introduit le systéme complet d’événements (Ag, By, So) (la position de la guépe
dépend de sa position a l'instant ¢ = 0) ce qui nous donne

a = P(Al):P(A00A1)+P(BoﬂA1)+P(SomA1)
= P(Ao)P4,(A1)+0+0
1

1
I1x=-4+0+0=—.
><3+ + 3

2 2
Par la méme méthode, on obtient b1:1><§+0+():§et $1=1x0+0+0=0 donc

ay =

2
b1:§’ 81=O

1
37

2. (a) On introduit le systéme complet d’événements (A,,, By, Sy,) ce qui nous donne

P(An+1) = PANA1)+P(ByNAu1)+P(S,NA)
1 1
= P(A,)Pa,(Ani1)+ P(B,)Ps,(Any1) +0= gP(An) + ZP(B")
ce qui nous permet d’écrire
— 1 + lb
Ap+1 = 3an 4 n-.

Justification des calculs de probabilités :

Py, (Apt1) : Uévenement A, est réalisé, c’est-a-dire que la guépe est dans la piece A a Uinstant t = n, et l'on
souhaite que la guépe soit dans la piece A a Uinstant t =n + 1. D’aprés l’'énoncé, cette probabilité est égale a é
Pp, (Apt1) : Uévenement By, est réalisé, c’est-a-dire que la guépe est dans la piéce B a Uinstant t = n, et l'on
souhaite que la guépe soit dans la piece A a Uinstant t = n + 1. D’aprés l’'énoncé, cette probabilité est égale a i

P(S,NA,t1) : d’apres U'énoncé, lorsque la guépe sort, elle ne peut plus rentrer. Par conséquent, si la guépe sort
Uinstant t = n, elle ne ’peut étre dans la piece A o l'instant t =n+ 1 donc l’événement S, N A, 41 est impossible
et P(Sn N An-‘,—l) =0.

En utilisant le systéme complet d’événements (A,,, By, Sy), on a

P(Bn+1) = P(A,NBpi1)+ P(BpNBpt1) + P(S, N Bpit)
2 1
= P(ATL)PAn (Bn-‘rl) + P(BTL)PBn (Bn-‘rl) +0= gP(An) + ip(Bn)
ce qui nous permet d’écrire
2 1
bn+1 = gan + §bn

Justification des calculs de probabilités :
Py, (Bnt1) ¢ Dévénement A, est réalisé, c’est-a-dire que la guépe est dans la piéce A a Uinstant t = n, et l'on
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2
souhaite que la guépe soit dans la piéce B a l'instant t = n + 1. D’aprés l’énoncé, cette probabilité est égale a 3"
Pg, (By11) : lévénement B, est réalisé, c’est-a-dire que la guépe est dans la piéce B a linstant t = n, et l'on

1
souhaite que la guépe soit dans la piece B a l'instant t = n + 1. D’aprés l’énoncé, cette probabilité est égale a 3

P(S,NBpy1) : d’apres l'énoncé, lorsque la guépe sort, elle ne peut plus rentrer. Par conséquent, si la guépe sort
Uinstant t = n, elle ne ’peut étre dans la piéce B a linstant t = n+ 1 donc l’événement S, N B,,+1 est impossible
et P(Sn N Bn+1) =0.

(b) Un calcul direct nous donne

6 3 6 (1 1 3 (2 1
Vn € N, Un+1 = Toan—‘rl - Ebn+1 - TO <3an + 4bn> - TO <3an + 2bn> =0

donc pour tout entier n, u,+1 = 0 et en effectuant le changement de variable m = n + 1, on en déduit que

Vm € N*, wu, =0& Vn e N>, un:O‘

(¢) Un calcul direct nous donne

4 3 4 (/1 1 3 (2 1 1 1
Vno€ N, vpy1= ToanJrl + TOanrl =10 (3an + 4bn) + 10 <3an + an> = gan + an
da, +3b, 1 10 /4 3.\ 10 5
'Un+1 = T = E (4an + Sbn) = T Ean + mbn) = Evn = U’n+1 = =Un

5
La suite v est géométrique de raison 6 donc

Vn € N (N (B (A a3 A B 2 (Y L, 22 (B
e =g ) 0T \G 10°7170°) 10" \6) "5 \6 =5 %\ %

(d) D’apres les questions (2)b. et (2)c., on a :

U, =0 160an— 130bn = 0
Vo€ N4 :2X<5)n Y 4 3.2 (5\"
nT oy 6 Toan-i-ﬁbn = 5><<6)
o = 2x(3) w=2x(2)
" 5 \6 Ly — L1+ Ly "5 \6
Ty, Loy |k - =102 (3)
0" 5\6 "T 1575 \6

Par conséquent, on en déduit que

Vn € N*|

3. Pour commencer, la guépe ne peut en aucun cas sortir a l'instant ¢ = 0 ou ¢ = 1 et elle peut sortir & compter de
linstant ¢t = 2.
Soit n € N\{0, 1}, en utilisant le systéme complet d’événements (A,—1, Bp—1,Sn—1), on a

1
P(S,)=P(A,—1NSy)+ P(Br-1NS,)+ P(S,-1NS,) =0+ P(B,-1)Pp,_,(S,) +0= ZP(B’H)

ce qui nous permet d’écrire

1
vn € N\{0,1}, s, = an,l.

Justification des calculs de probabilités :
P(A,—1NS,) : sila guépe est dans la piece A a Uinstant t =mn — 1, a Uinstant t = n elle ne peut se trouver que dans
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la piece A ou la picce B et donc elle ne peut sortir o linstant t = n. Par conséquence, l’événement A,_1 NS, est

impossible et P(A,—1NSy) =0

Pp, ,(Sn) : Uévénement B,_1 est réalisé, c’est-a-dire que la guépe est dans la piece B o linstant t =n — 1, et l'on
1

souhaite que la guépe sorte o linstant t = n. D’aprés l’énoncé, cette probabilité est égale o 1

P(S,—1NS,) : sila guépe est sortie a instant t =n — 1, elle ne peut sortir a Uinstant t = n (sortir & Uinstant t = n
signifie qu’elle est dans la piéce A ou B a linstant t =n — 1, ce qui n'est pas le cas). Par conséquence, l’événement
Sp—1N S, est impossible et P(S,—1NS,)=0.

1
En utilisant la question (2) d. ainsi que 1'égalité s, = an_l, on en déduit que

1 4 /5\"" 1/5\""
N 1 n=-X=|= N
Vn e N\{0,1}, s 1%E <6) 5 (6)
correction de I’exercice 5

1. Si l'on effectue 0 opération, autrement si ’on considére ’état initial des boites, I'urne A contient deux jetons numéro
0, donc la somme des jetons de I'urne A est égale a 0. Il est dés lors immédiat que

po=1, q=0, 1=0

En effectuant une fois I'opération, on est obligé de choisir un jeton 0 de 'urne A et un jeton 1 de 'urne B et de les
échanger donc a la fin de 'opération, I'urne A contient nécessairement un jeton numéro 0 et un jeton numéro 1, ce qui
implique que la somme des jetons dans 'urne A aprés une opération est égale & 1. Par conséquent, il est immédiat que

p1=0, q =1, 7"120‘

2. Pour connaitre la somme des jetons contenant dans I'urne A apres (n+1) opérations, il est indispensable de connaitre le
contenu de chaque urne aprés n opérations, ou, ce qui revient au méme, le contenu de 'urne A ou encore, la somme des
jetons de I'urne A & aprés n opérations. Par conséquent, on introduit naturellement le systéme complet d’événements
(P, @Qn, Ry), ce qui nous donne

=

5

£
I

p(Pn N Pn+1) +p(Qn N P’n—i—l) + p(Rn N Pn+1) =0 +p(Qn)an (Pn+1) +0= ip(Qn)
P(Qny1) = p(PuNQui1) +1(QnNQui1) +p(Ry N Quy1) = p(Po)pp, (Qnit) + p(Qn)pq, (Qni1) + p(Rn)pr, (Qni1)
= PP+ gp(Qu) +p(Ry)

1
P(Bny1) = p(Pn N Bnt1) +p(@n N Bnt1) + p(Bo N Rot1) = 0+ p(Qn)pq, (Bns1) +0 = 2 p(Qn)
On obtient ainsi
1
Pn+1 = an
1
Vn € N, Gn+1 = Pn + 5‘]n +
1
Tn+1 = an
Justification des calculs de probabilités : le mieux est de faire un dessin
p(Pp N Pry1) :
état des urnes aprés n opérations état des urnes aprés (n + 1) opérations
0 1 0 1
0 1 0 1
urne A urne B urne A urne B
réalisation de P, réalisation de P,

L’événement P, N P, 1 est clairement impossible puisque I'on doit nécessairement échanger un jeton 0 de 'urne A et
un jeton 1 de 'urne B donc p(P, N P,41) =0
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bp, (Qn+1) :
état des urnes aprés n opérations état des urnes aprés (n + 1) opérations
0 1 1 0
0 1 0 1
urne A urne B urne A urne B
réalisation de P, réalisation de Q41

L’événement P, est réalisé donc on certain que I’événement ), 41 se réalise puisque 'on doit nécessairement échanger
un jeton 0 de l'urne A et un jeton 1 de 'urne B donc pp, (Qnt1) =1

p(Pn N Rn+1) :

état des urnes aprés n opérations état des urnes aprés (n + 1) opérations
0 1 1 0
0 1 1 0
urne A urne B urne A urne B
réalisation de P, réalisation de R,

L’événement P, N R, 11 est clairement impossible puisque 1’on ne peut échanger les deux jetons 0 de I'urne A et les
deux jetons 1 de 'urne B donc p(P, N R,41) =0

an (Pn+1) :
état des urnes aprés n opérations état des urnes apres (n + 1) opérations
0 0 0 1
1 1 0 1
urne A urne B urne A urne B
réalisation de @, réalisation de P, 11

L’événement @, est réalisé donc pour que P, 11 se réalise, il faut et il suffit échanger le jeton 1 de 'urne A (probabilité

1 1 1 1 1
5) avec le jeton 0 de 'urne B (probabilité 5) donc pq,, (Pr+t1) = 3X5=71
PqQ., (Qn+1)
état des urnes aprés n opérations état des urnes aprés (n + 1) opérations
0 0 0 0
1 1 1 1
urne A urne B urne A urne B
réalisation de Q,, réalisation de Q41

L’événement @, est réalisé donc pour que @, +1 se réalise, il faut et il suffit échanger le jeton 0 de 'urne A (probabilité

1
—) avec le jeton 1 de l'urne B (probabilité =) ou le jeton 1 de I'urne A (probabilité 5) avec le jeton 0 de 'urne B

2
oo, 1 1 1 1 1 1
(probabilité 5) donc pg,, (@n+1) = 3 %3 + 3%X53= 3
an (Rn+1) :
état des urnes aprés n opérations état des urnes aprés (n + 1) opérations
0 0 1 0
1 1 1 0
urne A urne B urne A urne B
réalisation de @, réalisation de R,
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L’événement @, est réalisé donc pour que @, +1 se réalise, il faut et il suffit échanger le jeton 0 de 'urne A (probabilité

1 1 1 1 1
5) avec le jeton 1 de 'urne B (probabilité 5) donc pq, (Rn+1) = 3X3=71
p(Rn N Poyy) -
état des urnes aprés n opérations état des urnes aprés (n + 1) opérations
1 0 0 1
1 0 0 1
urne A urne B urne A urne B
réalisation de R, réalisation de P,

L’événement P, N R, 41 est clairement impossible puisque puisque ’on ne peut échanger les deux jetons 1 de I'urne A
et les deux jetons 0 de I'urne B donc p(R, N P11) =0

PR, (Qn+1) :
état des urnes aprés n opérations état des urnes aprés (n + 1) opérations
1 0 0 0
1 0 1 1
urne A urne B urne A urne B
réalisation de R, réalisation de Q41

L’événement R, est réalisé donc I’événement @), 11 se réalise nécessairement (tous les échanges possibles conviennent)
PR, (@nt1) = 1.

p(Rn N Rn—i—l) :

état des urnes aprés n opérations état des urnes apreés (n + 1) opérations
1 0 1 0
1 0 1 0
urne A urne B urne A urne B
réalisation de R, réalisation de R, 41

L’événement P, N R,,;+1 est clairement impossible puisque puisque 'on est obligé d’échanger un jeton 1 de I'urne A
avec un jeton 0 de I'urne B donc p(R, N Ry41) =0

3. On procede par un calcul direct en utilisant les égalités obtenues a la question (2)

n 1 n 1 n 1 n 1 1 n 1 N 1 n 1
n = Pn =4n Tn = —~{n ~4n —A4n = 5qn =4n n = 534n ~4n
An+2 = Pn+1 2q +1 +1 4q 2q +1 4q 2q +1 2‘1 An+2 2‘1 +1 2q
4. La suite g est récurrente linéaire d’ordre 2.
1 1 1 1
Equation caractéristique : 2 = ~z + - < 22 — Ex —3= 0 dont les racines sont x = —5 et x = 1.
Par conséquent, il existe deux réels a et 5 tels que
n\" n "
VneN, gu=al-5) FA1"=a(—5) +5
Détermination des constantes o et [ :
1\° 9
O[<—2> +B:q0 OI+B:0 %a:71 L1<—L1—L2 a:_g
& 1 & =4
N\ ——a+pB=1 - Lo «— 2L+ 14 _g
a<—2> +B8=aq 2 36 =2 5—3
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Ainsi, la suite ¢ est définie par

Vn € N,

Ensuite, en utilisant la question (2), on obtient

1 1 o=
Pn+1 = an Pn an_l 4
Yn € N, 1 & Vn e N¥, 1 & Vn e N, .
Tn+1 = ZQn Tn Eanl Ty = 1 [_
Nous avons ainsi expliciter les trois suites p, g et r par
1 o2 1\ L2
=732 3
=1
2/ 1\" 2 Po
Vn € N%, gn=—=|—2) += et q =
3 2 3 ro =0
1 o2 1\t i
S R 3
. 1 . 1\"
5. Puisque ) €] — 1, 1], la suite —5 | converge vers 0 donc
I 1 y 2 1 I 2 i 1 o 2 1
m n — o 5 = Ao m n — 5 m n — 5 = 4
nHlJroop 4 3 ni+cc 4 3 nﬂlJroo " 4 3 6

Apres un nombre suffisamment grand d’échange, la probabilité que la somme des jetons de I'urne A soit égale a

e () vaut environ —

[ e

e 1 vaut environ —

—= W

e 2 vaut environ —

(=2}
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