PHEC1 Correction feuille d’exercices 3 2004-2005

correction de I’exercice 1
Il est immédiat que :

E2=12422 432442452

e

§1j2_32+42+52+62+72+82

=537 3% 3t 3 36 37 38

5 1‘2n+4 2x2><1+4 21.2><2+4 2x3+4 x2><4+4 2x5+4
—1)" ) ) | pe— S | -1 -1 -1

2 = ()P ()T T — +( —+( -

Mcn

(1 -2 =2(1 — 2?3 +2(1 —2?)* + 2(1 — 22)5

® "3
(il

® w

s +s+1 224241 324341 424441 52°+5+1 6°+6+1 7T2+7+1 8 +8+1
= 241 2241 32+1 42 +1 5241 62 +1 72 4+1 82 +1

correction de ’exercice 2
1. On constate que la seule expression variable est la base de la puissance (2,3, ..,n) et qu’elle prend toutes les valeurs
entiéres entre 2 et n donc on a

4344 =Y K

2. On constate qu'’il y a deux variations : celle du signe et celle de I’exposant. En se rapellant que a® = 1, on voit que
I'exposant prend toutes les valeurs entiéres entre 0 et n. D’autre part, la suite (—1)% est une suite qui permet aisément
d’alterner le signe puisque (—1)° =1, (=1)! = —1, (=1)2, ... donc on a

n
1—a+a2—a3+~-~+(—1)"a”22(—
k=0
3. On constate qu'une seule expression est variable : ’exposant et le dénominateur. Il prend que les valeurs paires donc
les valeurs de la forme 2k. Puisque 2k = 2 < k =1 et 2k = 2n < k = n, on obtient que

CL2 a4 (16 a2n n a
P i D s

4. On constate qu’il y a trois expressions variables : le signe, le numérateur et le dénominateur.
En outre, le numérateur prend toutes les valeurs entiéres entre 1 et n et le dénominateur étant toujours égal au

k
numérateur auquel on a ajouté 1, on est tenté de considérer I'expression (—1)¥ ——. Lorsque k = 1,

kE+1
k 1 1
_1 ki — (— 17 N
(=1) k+1 (=1) 1+1 2
k
donc on n’a pas le bon signe. Il suffit de faire une petite modification en considérant (—1)¥+! Pl Dans ce cas, lorsque
k=1,0na
k 1 1
-1 k+17: -1 1+17:7
(=1) kE+1 (=1) 1+1 2
lorsque £ =2, on a
k 2 2
RS S A2 R
(=1) k+1 (=1) 2+1 3
et lorsque kK =n, on a
k n
71 k+1 — 71 n+1
(=1) k+1 (=1) n+1

Clairement, la formule est alors

2 3 4 n
- _ = v = 1n+1 _ k:+1
2 3+4 5+ +(= n+1 Z k+1

Remarque : on aurait pu considérer également que la variable k est le dénominateur. Il prend ses valeurs parmi les
entiers compris entre 2 et n+ 1 et 'on a la formule

4 1 n sy
— 2 4. 1"+ =
5+ +(= n+1 Z

On verra ensuite que les deuz formules sont équivalentes par changement de variable.

_|_

DN | =
SR N
> o
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5. Il suffit simplement de remarquer que

In(1x2x3x--xn)=In(1) +In(2) +--- +In(n) = > In(k)

6. On constate qu’il y a deux expressions variables : 'exposant et de dénominateur. Puisque 2° = 1, on voit que ’exposant

prend toutes les valeurs entre 0 et 2003 et que le dénominateur est égal a ’exposant auquel on ajoute 1. L’expression
k

k+1

est un bon candidat et 'on vérifie aisément que

20 1 21 2 22 22 22003 22003
0o+1 17 141 27 2+1_§"“’2003+1:2004

donc on a la formule
1 9 22 23 22003 2003 214:
172 3 T T T 0 T Ak

Remarque : On aurait également pu choisir comme variable le dénominateur. Celui ci varie parmi tous les entiers
compris entre 1 et 2004, [’exposant étant égal au dénominateur auquel on retranche 1 et l'on constate aisément que

1 2 92 93 92003 2004 ok—1
172 s T T 0 T Ak

On verra ensuite que les deux formules sont équivalentes par changement de variable.

correction de 1’exercice 3
A, : Par linéarité du symbole de sommation, on a

—2<Zk> +Zl—2 ”+1)+(n—0+1):n(n+1)+(n+1):(n+1)[n+1}=(n+1)2

B,, : Par linéarité du symbole de sommation, on a

n+1 n+1 n+1

62k2+42k+21—6 n+1)(2n+1)+4(n—|—1)[(n—|—1)—|—1]+(n+1_0+1)x1

By
6 2

= n(n+1)(2n—|—1)+2(n+1)(n+2)+(n+2):2n3+5n2—|—8n—|—6

Cy
2004
C= > 3=3x(2004—945+1) = 3180
p=945
D,, : En développant le produit sous la symbole de sommation et en utilisant la linéarité de celui-ci, on a
2n
Dy, = Y k(2k-1)(k+1) sz3+k2 k—QZkMZk? Zk—zzk3+2k2 Zk 0% = 0% =0)
k=1 k=0 k=0 k=0
_ [(271)(271 + 1)] n (2n)(2n +1)(2(2n) + 1) B (2n)(2n +1)
2 6 2
@2n)(2n+1) 4n+1 1

= (2n)(2n+1) [ ] = (2n)(2n +1) (2n2 + 2 1) =8n* + %n?’ +2n? —n

2 6 2 373

correction de I’exercice 4

A
2004 2004 2004 2004
2004 x 2005
A= = — 11— _ —g |2 —
D> BE+2)=3> k+ ) 2 3[<Zk> 1—0|+2x(2004—2+1) 3[ 5 1]+2x2003 6031033
k=2 k=2 k=2 k=0
B:

1000 1000 1000 1000
B = Z(8k—3):8l2k] —ZsstZk) —3—2—1-0] — 3 x (1000 — 1+ 1)
k=4 k=4

k=4 k=0
_ 5 [1000;1001 - 6] ~ 3000 = 4000952
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I

50
1)(2 1
C=>(3"+1) —323 +Zl {5(” (50 + é( x50+ )]+(503+1)x1128823

D : 1l est immédiat qu’il va falloir developper I’expression sous le symbole somme. Etant donné que les termes correspondants
at1=0,7=1et¢=2sont nuls, on a

101 101 101 101 101 101
D = Ylii-1)i-2)=) a@-1)(z-2) =) (#-37+2i) =Y -3 *+2> i
=3 =0 =0 =0 =0 =0
101 x (101 +1)]° 101 x (101 +1)(2 x 101 + 1) 101 x (101 + 1)

101 x (101 +1) 203

= 101><(101+1){ 5 2+1} = 52030251

correction de ’exercice 5
A, : Ce n’est pas en 'état une somme de suite géométrique (I’exposant doit croitre d’une unité seulement entre deux termes
consécutifs, a™ + a"*1 + ---). On doit donc transformer cette écriture en utilisant les régles de calcul sur les puissances

n 22)n+1
An:]. 22 222 223 _ ( — 22n+1_1:22n+2_1
R D L T

n n 1— (_3)n+1 1— (_3)n+1
343 -3+ 4+(-1)"3 E:O( )"3 ;;:o( 3) 1o (03 1

C,, : La somme C,, est bien une somme de termes géométriques de raison 3. En factorisant par le premier terme, on a

A 1— 3(n72)+1 3n—1 _1q
C,=23+23"+23"4+...423" =232 [14+3+3* 4+ +3"7%] = 28 x ————— =23 x ——— =9(3" ' 1)
3#1 1-3 2
D,, : Pour la somme D,,, on procede comme pour la somme C,
D, = —T2473 74 ... 72003 _ 72004 4 72005 _ 72 [1 _ 7472 4. 2001 4 52002 72003]
2003
1 — (—7)2003+1 (—7)2004 _ 1 72004 _ 1
= _7? k= N 2 Y 2 L
R & i bl

correction de I’exercice 6
A, :

a= 11— — -
0! 10 10
By
n 2n n
) ) . 1— 42n+1 42n+1 -1
_ i+1 i i _ _ 2n+1
Bn_23x4L _Z3X4X4L_3X4Z4l12;13X4Xﬁ_3><4><f“““ —1)
Cy :
2 n+1
n n n 7 1—-1 = n+1 n+1
5% 27 5 2\’ 5 <3> 5 3 2\"" 2
C, = : Sx == Z) = Sx—2 =Sl (Z =5[1-(=
2 S Z 3Z<3> 2313 2 371 <3> (3)
j=0 =0 ]__7
3
Dn
- 2i+1 = 2\i RRagy 1 — g+ 3 N+2
Dy =) 3%l = 3 x3=3) 9 =3x — =" (9VF2 1
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E,
( , ( (A
_i22k_i(22)’“_i<4>’“ B 81 sl <1 (4)““)
- 4k YR 1 ~ 4  — == Q7
—3 0 (31)F £ \81) a/siAa 1 4 77 81
81
Iy e
. (8 k+1
k k k s k | =
2351 23)s x 271 271 23 1 8\° 1 9
A= Y ey Ty (5) w2 (5) v —
—3 s+ pors (32)s x 3 32 = \3 18 £=\9/ s8/9#1 18 1 8
9
k+1 k+1
1
= L9 (8 (8
18 1 9 2 9
Gs
1 (3s)+1
3s 3s 1-— < (3s)+1
2 2 2 53) 2 125 1
Gs = Z 53m+2 Z (53)m x 52 52 Z (53> 112541 25 x ) 1 ~ 25 1 [1 (53) 1
m=0 m=0 m=0 — 573
_ 5 L ]_5],__1
T 62| 53@BstD) | T g2 | p9st3
K
2141 2041 214+1
K=Y a(1-2”)T' =Y "a(l-2”)1 -2 =a(1-27) Y (1—a?)P
p=0 p=0 p=0
Premier cas 1 — 22 #1 o 22 £ 0 < z # 0 alors
1— (1 . 1172)(2l+1)+1 1— (1 o $2)2l+2 1— g2
_ 2 _ 2 _ 22142
Ky =z(1l—2%) x (=) =z(l —xz)* x = = [1—(1—2%)**?]

Deuxiéme cas 1 — 22 =1<22=0< 2 =0 alors K; = 0.

correction de I’exercice 7

A,
n 1 p 1 2 1 3 1 n 1 2 1 1 n—2
A, = — | = — - =(= 1 Z Z
>(5) (3) () e ) -G G (5)
(n—2)+1
- 1- n— n—
_ 12 L <3> LB (YT oy
N 9~ 1/341 9 1_} 972 3 6 3
3
B,
n+1 k n+1 k n+1 n+1 3 4 n+1
2 2 1]/2 2 2
Bn = = — = — p—
-t rirori () ~w|(6) () ()]
9 (n—2)+1
1 /2\* 2\ 2\" ] 232 /2\F 22 1(3) 22 2\
= —_ —_ 1 RO = — —_ = —_ _— = — 1— —
32X(3> +(3> + +<3> 35k_0(3> 2/541 35 2 3t (3>
- 3
&%
N N N
Cn = > (5x2"+2x3")=5> 2"+4+2 (3)"=5[2+2°1+---+2V] +2[3° + (3°)° + - + (3)"]
n=1 n=1 n=1
1 —oN=-1)+1 1 — (32)(N-1)+1
= 5><2[1+2+---+2N—1}+2><32[1+(32)+---+(32)1\’—1]:10><7172 +18><—(1z32
18 9 9N+1 49
= 102" - 1]+§[9 —1]:10[2N71]+Z[9N—1]:10><2N+sz
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Dk :
2 3n+1 3t ) x 3" 2% x 3 3 4 2k
Dy = Y 2%t —_ZQ><3 _6Z< ) —626"— 6% + 6% + - + 6]
n=3 n=3
_g2k—3)+1 g4
= 6x6%[1+6+ - +6"7] =6'x —————— = — [6°*? —1]
1-6 5
correction de I’exercice 8
La suite u est arithmético-géométrique car elle vérifie
L1
Ups1l = —Up + —
SR 3

On commence par rechercher la suite constante vérifiant 1’égalité ci-dessus

9 1 1. 1
LI+ e -Le-ol=l
3 T3930739

On introduit alors la suite v définie par Vn € N, v, = u,, — 1 est géométrique car

LS S 2 2 2
VUptl = Upa1 —1==up,+-—1=—-u, — = —
+ + 3 3 3

Ainsi, on peut expliciter la suite v donc la suite u puis la somme

Vp = (g) 'UO<:>U71_1_<§) (uo—l)@un_<§) (wo—1)+1 VneN

k=0 =0 1 —

o2y

correction de I’exercice 9

zn:uk. - ;[(g)n(uo—l)+l}:(uo—l Z() zn: (o — 1) 1_()1 F(n-041)x1
- 3

La suite u est réccurente linéaire d’ordre 2 et 'on connait les conditions initiales ug, u; donc on peut expliciter u,, en fonction

de n. Pour cela, on commence par expliciter les solutions de 1’équation caractéristique

Bif 2
322 -5z +2=0&=x 7% 3 x6{3,1}

Il existe alors deux constantes réelles a et 3 telles que

vn € N, un:a<2)n+5(1)":a(2>n+ﬂ

0
04(3) +4 2 a+ B = 2 104 - 1 Ly« Ly — Lo
1 & 2 & @{
«(2) 4 = 3 «(3) Ly Ly - /3)L,

On calcule alors la somme

2004 2004 9 n 2004 n 2004 9 3 9 2004
S - B B B[00
k=2 k=2 k
2 2 2002 9 k
10015 = -3 ( = 2 1001
+10015 3<3) Z<3> +10015

2
_ 3(2>
3
k=0
)2003
- 9 9\ 2003
—%— +1001 —#F1l)=—-4|1-|2
s (51) =1 ]i- ()
3

w| ot

a=-3

B=5

+5(2004 — 2 + 1)

2003
+ 10015 =10011 + 4 <3)
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correction de 1’exercice 10
Comme nous 'indique ’énoncé, on effectue une vérification rapide

1 1 (k+D)—k 1

E o k+1 —  k(k+1)  k(k+1)
12 N 1 (k+2)(k+1)—2k(k+2)+ k(k+1)  (k*+3k+2) — (2k* + 4k) + (k* + k)
E o k+1 k+2 E(k+1)(k +2) k(k+1)(k +2)

1 1/1 2 1
B k(k+1)(k+2):>k(k+1)(k+2):2<k_k+1+k+2>
1.3 8 1 (k4 1)(k+2)(k+3) = 3k(k+2)(k+3) + 3k(k+ 1)(k +3) — k(k+ 1)(k +2)
E k+1 k+2 Ek+3 k(k+1)(k +2)(k + 3)
(k3 + 6k% + 11k + 6) — (3k> + 15k + 18k) + (3k3 + 12k2 + 9k) — (K® + 3k% + 2k)
k(k+1)(k+2)(k +3)

6 1 11 3 3 1
kT )k 2)(k13)  kktD)k12)(k13) _6<k_k+1+k+2_ k+3)

M=

iz k(k+1)

n

3
T
=

| =

n n 1 n n+1

= 1 1
kk+1zzl[ k+1}zzk_ mjzzﬂzﬁ_

=1 k=1 k=1 k=1 j=2

=
I|
N

Les indices communs a ces deux sommes forment ’ensemble {2,..,n} et, pour n > 2, la relation de Chasles nous donne

{2
- 1 1 1 "1 1
R S

k=2

1
n+1

1 n n 1 " n 1 )
I BRI o R I [ R R I N I

k=1 k=1 k=1 k=1
n n+1 n+2 n n+1 n-+2

1 1 1 1 1 1

= -2y = S (j=k+1, p=k+2)=> -—2% = -

- E it > , U=k+l p=k+2) A st 2
k=1 j=2 p=3 k=1 k=2 k=3

Les indices communs aux trois sommes forment ’ensemble {3,..,n} et, pour n > 3, la relation de Chasles nous donne

n

1 1 1 1 1 | 1 | 1 1
2y — = |-4= “l=2]= - - -
Sy - ] () | () e s

= 1+1 1 2 + L + L 1. 1 + L
N 2 n+l n+l n+2 2 n+l n+2
S 1 1 Lo, 1
—h(k+D(k+2) 4 2n+1) 2n+2)
n 1 O S
:On note 5,, cette somme
Z R T kL (R 3)
- 6 /1 3 3 1
GSn == = —_ — —
2k Dk + 2)(k+3) kz_l<k el T ht2 k+3)
"1 1 1 "1
= JR +3Z _
ko Tkt —k+2 —k+3
n 1 n+1 1 n+2 1 n—+3 1
Zk 32i+32j ) (i=k+1, j=k+2, p=k+3)
k=1 =2 =3 p=4
n n+1 n+2 n+3
1 1 1 1
= D> 3-8 743> > ¢
k=1 k=2 k=3 k=4
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Les indices communs aux trois sommes forment l'ensemble {4,..,n} et, pour n > 4, la relation de Chasles nous donne

1 1 1 1 1 1 1 1
65 = |{+3t3t |3 2+3+<k2_4k>+n+1
1 L | 1 1 "1 1 1 1

+3 3+<;k>+n+ﬁn+z - (;k>+n+1+n+z+n+3
_rryrs 3 3 s ot 1

1 2 3 2 +1 n+l1l n+2 n+l1l n+2 n+3
:1—1+2—1=>S:i—1+1—1

3 n+l n+2 n+3 " 18 6(n+1) 3(n+2) 6(n+3)

correction de 1’exercice 11
Nous allons déterminer les trois réels a, b, ¢ par identification

a, b L Calk+1)(k+2)+bk(k+2)+ck(k+1)  k*(a+b+c)+kBa+2b+c)+2a
Ek+1 EkE+2 k(k+1)(k+2) N E(k+1)(k+2)
4k +1 a b )
—_——— = -4+ — Sdk+1=k b k(3 2b 2
Kk + D)k +2) k+k+1+k+2 + (@+b+c)+k(Bat2b+c)+2a
1 1
—4+b+c=0 b+c=—— —b=-3 Ly« Li—Ls b=3
a+b+c=0 g 7
& Ba+2+c=4 & 24%+c=4 &4 Brc=o o =5 Lecla-2l1 4/ c=—3
2a =1 2 1 12 . 1
“=3 “=3 ‘T2 “=3
Nous pouvons alors calculer la somme demandée
n n n n
4k +1 1 1 1 7 1 1 1 1 7 1
- Sx =43 ax—— ==Y 243y — Y —
< k(k+ 1)k +2) z_:{leﬁ kel xk+2} 22k " k:1k+1 22%+2
n n+l n+2 n+ n+2
1 1 1 1 1 1 1 7 1
= =Y - oINS Gi=k41, j=k+2)==Y - S

Les indices communs aux trois sommes forment ’ensemble {3,..,n} et, pour n > 3, la relation de Chasles nous donne

= 4k +1 11 1 & 1 | 1 7T [(&1 1 1
DG 2|12tk +<Z_;k:)+n+1 3 <§k>+m+n+z
1 1 3 3 7 7 9 1 7
= +>+-+ — - =2 -
2 4 2 n+l1 2n+1) 2n+2) 4 2(n+1) 2(n+2)

correction de ’exercice 12
1. A, =(n-0+1)x1=n+1.
2. (a) On suit I'indication de 'exercice

n+1 n n+1

kz_o [(k+ 1) k2]=kZ_Ok+1 ZkQMHZy kz—ok2 Zkz Zk2

Les indices communs aux deux sommes forment ensemble {1,..,n} et, pour n > 1, la relation de Chasles nous

donne sz2> +(n+1)2 (Zi&)} (n+1)°=0>=(n+1)

Sn:i[2k+l]:2<ik> + (zn:1> = 2B, + (n+1)
k=0

k=1

(b) On a également

(¢) Des deux questions précédentes, il est immeédiat que

g S+l (+1)0—(+1) (+D[n+D)-1 _(n+1)n
" 2 B 2 B 2 2
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3. (a) On suit I'indication de 'exercice

n+1 n n+1

- 3_” 3 3 3 3
§k+1 —k _kzzok—H gkaZ; kZ:Ok Zk Zk

Les indices communs aux deux sommes forment ’ensemble {1,..,n} et, pour n > 1, la relation de Chasles nous

donne sz3> +(n+1)° (Zlﬁ)} (n+1)*—0% = (n+1)°

:i[3k2+3k+ —3<Zk2>+3<2k) <n1>_3c,,+33n+(n+1)
k=0

k=0 k=1

(b) On a également

(¢) Des deux questions précédentes, il est immeédiat que

3 3 2
3 —nn+1)—(n+1 nt+1)® (+1)|-sn—1+(Mn+1)
O 7 T U R U U Y G G A 2
3 3 3
5 1
(n+1) {” +2”] n(n +1)(2n + 1)

c, = =
3 6
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