PHEC1

Correction feuille d’exercices 2

correction de I’exercice 1

1. Tl s’agit d’une suite géométrique de raison —2 donc

vk e NX, ap= (-2 lay = 1(-2)F|

1
2. 1l s’agit d’une suite géométrique de raison — puisque b,, = §bn_1 donc

1 3
¥n € NX, by = (5)"hy = —
n € NX, (2) 0= 5,

3. Il s’agit d’une suite arithmétique de raison 3 puisque c,11 = ¢, + 3 donc

VpeN, ¢, =3p+co=3p+10

4. 1l s’agit d’une suite arithmético-géométrique.
Recherche de la constante L :

3

On introduit alors la suite u définie par : Vn € N,
On a alors :

2
L=§—|—4<:>7L:4<:>L=g><4=6

dn, n+6
un+1:dn+1_6:?+4—6=u 0

2=-"
3

1
La suite u est géométrique de raison — ce qui permet d’écrire

1 5
VTLEN, un:3—nuo<:>dn76:§(dof6)<:> dn:6*§
. . . " § . . 1 1
5. Il s’agit d’une suite arithmético-géométrique puisque €;4+1 = —e; — T
Recherche de la constante L :
L 1 3 1 1 4 1
L=—--&-L=—&L=—- =
1 171 17 13773
On introduit alors la suite w définie par
1 1 1
VieN, u=e¢—(-g)=ea+5;ee=u—3.
i u; =e; — ( 3) e + 3 e =ui— 3
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On a alors :

- +1_ei 1+ Ui —
Ui+1 = €441 3—4 4

1
3,1 _w
1T

1
La suite u est géométrique de raison — ce qui permet d’écrire

W =

4

1 1 1 1 1 1
V' N i = 1 - = -/ - i = — = n
ieN, w 41u0(:)e+3 42(60—1—3)@6 3+41><3
. . . . . . 2
6. Il s’agit d'une suite arithmético-géométrique puisque f;jy1 = §fj + =
Recherche de la constante L :
2L 1 1 1
L=—+-&-L=-&L=
3 + 3 3 3
On introduit alors la suite u définie par :
Vi € N, szfj—lﬁszuj'—‘rl.
On a alors :
2 1 2 1 2
U1 =fir—1=gfitg-1=g(+1)+3-1=zy

. . . 2 . .
La suite u est géométrique de raison — ce qui permet d’écrire

2\’ 2\’
VjEN, u]:<3) U0<:>fj—]-:(3> (f()_l)@ fJ:]_

Il s’agit d’une suite arithmético-géométrique puisque g,4+1 =

1- (]' - p)gn
Recherche de la constante L :

p
1-(1-p)L
p im0l —pLeL=1

On introduit alors la suite u définie par :

VneN, u,=¢g,—1<g,=u,+ 1

abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

PHECI1 Correction feuille d’exercices 2 2004-2005
On a alors Détermination de o et 3 :
_ _1-Q0-pgn . _1-(0-p)lun+1l)—p (p—1 1\’ 2\°
Unt1 = gnt1 — 1 = » —1l= » =) a<—5) +6<7) = ko at+f=-3
-1 1 2 ——a+ =T
La suite u est donc géométrique de raison ce qui permet d’écrire o 5 + 7] = k1 5 7
N N N 17o< 55 N 55 % 5 275
p— p— p— i Ly 201 —7L == =77
VTLEN, Up = | —— Uy <= 'rL_1: - -1) & n—1— | — = 3 1 1 2 1 17
( ) 0 ( P ) (90-1) &g ( ) ) 1, 5 ‘ Ly« 5Ly + L, 5:M:%
7 17 17
8. Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 Ainsi, la suite k est définie par :
-1+
Equation caractéristique : 222 + x — 1 = 0 dont les racines sont = = 7\/@ 275 1\" 224 /2\"
4 VreN k:—(—) +<>
1 y Ry .
c’est-a-dire z € < —1, 5[ 17 b 17 \"7
Par conséquent, il existe deux réels a et 3 tels que 10. II s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2
N\ Equation caractéristique : 22 = 2+ 1 & 22 — 2 — 1 = 0 dont les racines sont
VYn € N, hn:a(—l)"—&—ﬁ<> 1+5 . 1-vV5 145
2 T = 5 c’est-a-dire x € 7 o .
Détermination de a et [ : Par conséquent, il existe deux réels a et 3 tels que
0
1 m
—1)0 ) = _ 1-— 1
a(-1) +ﬂ(2> ho a+p=1 VYm € N, lm:a(i\/g)erﬁ V5
. & 1 2 2
(L) = Tatgh=l
o ) — ™ Détermination de o et 3 :
a=-—1 a=—1 0
L1<—L1—2L2 1—\/50 1—|—\/5
1 1 = 1—+/5 1+ \/5
Ainsi, la suite h est définie par : 1-5 1+vV5\ 5 T p=2
(e} + 4 =1
2 2
VneN, h,= nm 41"
meN. h=m(=Tgg) 1+v5 1-V5 1+5 145
- - —2 | L — Ly — Ly
2 2 2 2
9. 11 s’agi‘g d’une suite r.éc1‘1rrente linéaire d’ordre 2 . = 1+v5 1-5 1-vV5 1-5
Equation caractéristique : 3522 = 3z 4 2 < 3522 — 3z — 2 = 0 dont les racines 5 9 p=2- 5 Ly« Ly — 5 Ly
sont 3Ev289 317 c’est-a-dire x € 12
T = = -a-dire T ——, = .
70 70 57 —3+5 -3+
Par conséquent, il existe deux réels «a et 3 tels que Vha = 9 25
= -
L N JEg_ 3+ g3+ V5
vreN, k= a(—g)’ +5 (7> -2 RN
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Ainsi, la suite [ est définie par :

3+\/5<1\/5>m+3+\/3(1+x/5)m

vmeN, I, =
m 2v5 2 2v/5 2

correction de ’exercice 2
1. Si w, = an + b pour tout entier n et w satisfait & la relation de récurrence
Wpt1 = 2wy, + b, on a :

YneN, an+1)+b=2(an+b)+n<san+a+b=2a+ 1)n+2b
En utilisant le principe d’identification, on obtient :
a=2a+1 a=-1
{ a+b=2b ‘:’{ b=—1

Par conséquent, la suite w est définie par

’VnGN, wn:fnfl‘

2. Pour tout entier n, on a

Zntl = Upprit+ 4+ 4+1=up1+n+2=2u,+n)+n+2
= 2up,+2n+2=2(u,+n+1) =2z,

’ On a ainsi montré que : Vn € N, 2,41 = 22, ‘

3. La suite z est géométrique de raison 2 et en remarquant que z, = u, +n + 1, on
peut écrire

Yn € N, z,=2"z08u,+n+1=2"up+0+1)
S U, +n+1=2"& un:2”—n—1‘

correction de ’exercice 3
1. Un calcul direct montre que pour tout entier k, on a

Zey1 = g1+ B = Bak + By) + (2au +48),) = Sau, + 58, = 5w, + By)
= 5Zk

the1 = 200 — B =23y + By) — 2oy +48y) = day — 26), = 2204, — By)
= 2t

la suite z est géométrique de raison 5 et la suite ¢ est géométrique de raison 2 ‘

2. On en déduit que pour tout entier k, on a

{ 2 = 5%z @{ 3ay, + B = 5% (3an + Bo) @{ 3ay, + B, =5 x 5F

te = 2kt

Sag =5 x 5% +5 x 2k
g k k
—5B, =15 x2F 10 x 5

200 — B}, = 2¥(2a0 — By)

20y, — B = b x 2F

L2 — 3L2 - 2L1

Ly — L1+ Lo oy =5k + 2
B =2x5F -3 x2k

correction de ’exercice 4
1. Un calcul direct montre que pour tout entier p, on a

Upt1  2up + 5P 2Xup+1 2 +1:> 2 Jr1
Q. = = = — _— - = = —_ « = — —_
PHET 54l T T5x5r 550 ' 5 5 715 PP T
2. La suite a est arithmético-géométrique.
Recherche de la constante L :
2 1 3 1 1 5 1
L=-L+-&-L=-L==-x-=-
5 5 5 5 5 3 3
On introduit alors la suite v définie par :
1 1
Vp € N, vp:ap—gﬁap v”+§’
ce qui nous donne
1 2 n 1 1 2 2 2( n 1) 2 2
Upr1 =Qpi1 ——=-Qp+—-——=-=-a,——==-(Vp,+=)— — = -0
PR T3 TP s 3 5P 15 573 15 57

2
La suite v est donc géométrique de raison 3 On en déduit que

2 p p
Vp €N, vp:(5> vo(:)ap—3:(5> (ao—g)(:) ap =

1 2 1

On obtient ainsi I’expression de u, en fonction de p

Up

5p

www.mathematiques.fr.st 3

1 (2\" (uy 1 1
3+<5) <50—3><:>up:3><5p—|—5p><(

1 1
up:3><5p+2p<u0—3)

2

5

e
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correction de I’exercice 5
1. Un calcul direct nous donne

VYn €N, pni1 = tUnt1+t0nr1 = Qup—vp)+(up+4v,) = 3u,+3v, = 3(up+v,) = 3p

la suite p est géométrique de raison 3 ‘

On en déduit immeédiatement que
VneN, pn=3"py=3"(uo+v)=3"(2-1)=3"=

2. Toujours en effectuant un calcul direct, on obtient

Unt1 :un+4vn:(un+vn)+3vn:pn+3vn:3”+3vn¢’vn+1 :3vn+3”‘

3. Un calcul direct nous fournit les égalités suivantes

_3u, +3" vy,

Un+1 _ 1
3 x 3" 3n 3

3n+1 -

VneN, z,41=

1
La suite z est arithmétique de raison 3

ce qui implique que

1
Vn € N, zn:§><n+zozﬁ+(vo):ﬁ—1—> zn:g—l

3 7\30) " 3

4. En utilisant la question précédente ainsi que 1’égalité z, = 3—2, on en déduit

G5 lev=gx3 -3 elu, =3l 3"

Vn € N,
" 3n 3

D’autre part, les égalités p, = u, + v, et p, = 3™ (qui résulte de la question 1) nous
permettent d’écrire

U+ 0 = 3" S uy + 03" =37 =3" & u, =2x 3" — 3" |

correction de ’exercice 6
1. Si la suite « est constante, égale a a, et qu’elle vérifie I’égalité (E), on a

a—5a+6a=6<2a=6<a=3<|¥ncN, anzs\
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2. Puisque 'on a :

Vn € N,

Up = Up — Oy & Up = Uy + Qp,
un calcul direct nous donne

Vn € N,

& Upgo — 5’U"+1 + 6v,, + (Oén+2 —b5ap4+1 + 60[71) =6 ’ Up42 — 5’Un+1 + 6v,, = 0‘

Un42 — 5un+1 + 6u, =6 & ('Un+2 + an+2) - 5(Un+1 + O4n+1) + 6(Un + an) :

=6
La suite v est récurrente linéaire d’ordre 2

Equation caractéristique : 22 — 52 + 6 = 0 dont les racines sont = 2 et z = 3.
Par conséquent, il existe deux constantes réelles a et b telles que

VneN, v,=ax2"+bx3"
Explicitation de a et b :

a+b=-3
2a+3b= -3

Ll — 3L1 —L2

b=3 LQ‘*L272L1

ax204+bx30=yg=uy—3
ax2' +bx3t=v; =u; —3

=
=

Par conséquent, on a

vn € N, ]vn:—ﬁx2n+3><3"\<:>un—3=—6><2"+3x3"

& Jup=—6x2"+3x3"+3|

correction de I’exercice 7
1. Un calcul direct nous donne

Unt2 — SUpt1 + 2u, =3 < (a(n+2)) —3(a(n+1)) +2(an) —3 =3
& -3a-6=33a=-9a=-3

Par conséquent, il existe une unique suite v de la forme w,, = an et vérifiant (E) et
elle est définie par :

Vn € N,

Uy = —3N
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2. En remarquant que w est solution de (E) et que Yn € N,  w,, = z, + u,,0n a

Wn42 — 3wn+1 + 2wn =3& (Zn+2 + Un+2) — 3(Zn+1 + Un+1) + 2(Zn + un) =3

& Znt2 — 32ng1 + 22, + (un+2 — 3uUpq1 + QU'n) =3& ’ Zn42 — 32n41 + 22, =0 ‘

=3

La suite z est récurrente linéaire d’ordre 2.
Equation caractéristique : 22 — 3z + 2 = 0 dont les racines sont 1 et 2.
Par conséquent, il existe deux réels a et 3 tels que

VneN, z,=ax1"+bx2"=a+bx2"
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Détermination des constantes a et b :

a+bx2%=zy=wy—1up=wy— (=3 x0)=wy a+b=wy

a+bx2' =z =w; — (-3x1)=w; +3 a+2b=w;+3

= CLZQ’U)Q—(U)l—‘r3) Ly — 2Ly — Lo a=2wy—w; —3
b=wi +3—wy Lo «— Lo — L4 b=wy —wyg+3

Ainsi la suite z est définie par :

Vn € N, ’zn:(2w0—w1—3)+(w1—w0+3)2”‘

& wp — Up = 2wy —wy — 3) + (wy —wp + 3) 2"
& w,+3n= 2wy —wy — 3) + (wy —wp +3) 2"

& ’wn:(2w0—w1—3)+(w1—w0+3)2”—3n‘
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