PHEC1

Exercice 1
On considere la fonction définie par f(z) = In(—z? + z + 2).

1. Donner le domaine de définition de f.

2. Justifier que f est C? sur | — 1;2[ et vérifier que Vx €] — 1;2[, on a

L1 1

f(x)7$+1+x—2'

Ly 1 1

3. En déduire que Vz € [0;1], on a : ) < fl(z) < 3
1

4. Prouver que Vz € [0;1], |[f(z) —In2| < E(x —1).

Exercice 2 1
On considere la suite u définie par vy € R4 et up4q = 5(4 +u2)

1
5

(a) Dresser le tableau de variation de f sur R.
En déduire que f([0,1]) C [0,1] et f(]4, +oo]) C|4,+o0].
(b) Déterminer les points fixes de f.

1. Etude la fonction f(x) (4 + 22).

(c) Montrer que Vz € [0,1], |f'(z)] <

ot Do

2. On suppose dans cette question que ug = 0.

(a) Montrer que Vn > 0, u, € [0, 1].

2
(b) Démontrer que Vn >0, |up41 — 1| < R [ty — 1

[\]

(c¢) En déduire que ¥n >0, |u, — 1| < ()™

Ut

(d) Déterminer la limite de la suite (un)n>o0-

(e) Expliciter un rang ng tel que ¥n > ng, |u, — 1] < 10710,
3. On suppose dans cette question que ug = 6.

(a) Montrer que Vn > 0, u, €]4, +o0l.

(b) Justifier que Vn >0, wupy1 —4 >

(c) Démontrer que Vn >0, wu, >4+

et que Vo >4, f/(x)>
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(d) En déduire lim wu,. A partir de quel rang, est-on sur que wu, > 107 ?

n—-+too
Exercice 3 1
Soit (un)nen la suite définie par ug =1 et Vn € N : upy; = up, + 1(2 —u?).
1. Soit f:m»—>ac+%(2—a:2).
(a) Etudier les variations de f et déterminer ses points fixes.
(b) Montrer que Vz € [1,2], |f'(z)] < %
(¢) Montrer que f([1,2]) C [1,2].
2. Convergence de la suite.
(a) Montrer que Vn € N, 1< u, < 2.
(b) Montrer que Vn € N |upi1 — V2| < %|un —2|.

1 n
(c) Montrer que Vn € N |u,, — v2| < <2> et conclure.

(d) A partir de quel rang a-t-on : |u, — /2| < 10797

(e) A TI'aide d’une machine, donner une approximation & 10~ pres de V2.

Exercice 4

l
Soit u la suite définie par ug € [3;4] et Vn € N, up41 =4 — n4un
l
1. Soit f(z) =4 — %

(a) Etudier la fonction f et montrer que l'intervalle [3;4] est stable par f.

(b) Montrer que f posseéde un unique point fixe L sur l'intervalle [3;4].

2. Convergence de la suite :

1
(a) Montrer que Vz € [3;4], | f'(z) |< 0"
1
En déduire que | upy1 — L |< 0 | up — L |
1
(b) Montrer que Vn € N, |un_L’<W|UO_L‘-

En déduire le plus petit entier n tel que | u, — L |< 1074,

(c) A laide d’une machine, donner un encadrement de L.
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