PHEC1 feuille d’exercices 27 2002-2003

Exercice 1

On dispose de deux pieces. Pour chaque piece, la probabilité d’obtenir ¢ pile ” a chaque lancer vaut p, et celle
d’obtenir “ face ” vaut ¢, avec 0 < p < 1 et ¢ = 1 —p. Deux joueurs J; et Jo prennent chacun une piece et réalisent
I’expérience qui consiste a lancer sa piece jusqu’a obtenir pour la premiere fois “ pile 7. On note X; le nombre
aléatoire de lancers effectués par J; et X5 le nombre aléatoire de lancers effectués par Js.
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1. Quelle est la loi de X7 7 de X5 7 Préciser I'espérance de X7 et Xo.
2.
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a) Pour i et j entiers naturels non nuls, calculer la probabilité de I’événement [(X; = 1)

(
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)

b) Pour ¢ entier naturel non nul, calculer la probabilité de 1’événement [(X; =) et (X»

(c) Calculer la probabilité de I’événement (X; = X2), puis de 'événement (X; > X5).
(d) Calculer la probabilité de I’événement (X1 > 2X5).

3. Les joueurs J; et Jy réalisent n fois I’expérience précédente, n étant un entier naturel non nul fixé.

Soit Y le nombre de fois ou Jj et Jy concluent I'expérience en méme temps.
Quelle est la loi de Y 7 Quelle est son espérance ?

Exercice 2

Une urne contient des boules vertes et des boules blanches, indiscernables au toucher. La proportion de boules
vertes est p, 0 < p < 1 ; la proportion de boules blanches est 1 — p .

On effectue une suite de tirages successifs d'une boule avec remise. (Toute boule tirée de I'urne y est remise avant
de procéder au tirage suivant.)

1. On note Ny la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir la premiere boule verte,
et Np la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir la premiére boule blanche.

(a) Quelles sont les lois des variables aléatoires Ny et Np?

(b) Les variables aléatoires Ny et Np sont-elles indépendantes ?
On définit le couple de variables aléatoires (X, Y) & valeurs dans (N*)? de la facon suivante :
pour tout (i, j) € (N¥)2, (X =i et Y = j) est I'’événement
" les i premieres boules tirées sont blanches, les j suivantes sont vertes et la (i + j + 1)%me

est blanche ou les i premiéres boules tirées sont vertes, les j suivantes sont blanches et la (i 4 j + 1)%™€ est
verte .

Par exemple, pour la suite de tirages BBBVV BV BB --- (ou V est mis pour vert et B pour blanc), on a
X=3etY =2.

(a) Déterminer la loi de la variable aléatoire X.

1—
LN

(b) Montrer que la variable aléatoire X admet une espérance et que E(X) = 1%
-p p

1
(c) Montrer que E(X) est minimale lorsque p = 3 et calculer cette valeur minimale.
3. Montrer, pour tout (i, j) de (N*)? :
P(X=ietY =j)=p*'(1—p/+(1—-p*'p

(a) En déduire la loi de la variable aléatoire Y.

(b) Montrer que la variable aléatoire Y admet une espérance que 1’on calculera.

1
(c) Etablir que, si p # 5 les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes

(on pourra envisager P(X =1letY =1) ).
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1
(d) Démontrer que, si p = 3 les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Exercice 3

On dispose de deux urnes A et B : initialement I'urne A contient N boules noires tandis que 'urne B contient
N boules blanches, avec N > 2. On y effectue une suite d’épreuves, chaque épreuve étant réalisée de la facon
suivante :

On tire au hasard une boule dans chacune des deux urnes, la boule tirée de I'urne A est mise dans B, celle tirée
de B est mise dans A.

On appelle Y}, la variable aléatoire égale au nombre de boules noires présentes dans I'urne A a l'issue de la k-iéme
épreuve et l'on pose Z;, = Yr_1 — Yy, pour k entier naturel non nul, avec la convention Yy = N.

Pour k et j entiers naturels, on pose : p(k,j) = P(Yy = j). Ainsi :

P(Yy=j)=0sij>N, PYo=N)=1, PYy=k)=0sik<N, PYr=-1)=0

I). Etude du cas particulier N =2

p(k,0) 1 (1! L 1
On note Uy, = | p(k,1) ’VZE 4 | et WZE 2
p(k72) 1 -1

(1) Déterminer U;. Calculer les probabilités conditionnelles : Py, —;(Yx41 = i) pour i € {1,2,3}, et
j€{0,1,2}.
(2) Montrer qu’il existe une matrice M € M3(R) telle que pour tout entier naturel k : Upy; = M.Uy .

k—1
(3) Prouver que, pour tout entier naturel k non nul : Uy = (—2> wW4+V
(4) En déduire lexpression de p(k,0), p(k, 1) et p(k,2) en fonction de k pour k entier naturel non nul.
(5) Montrer que l'espérance E(Y}) de la variable k est constante.
(6) Calculer la variance V(Y}) de la variable Yy en fonction de k et sa limite lorsque k tend vers +oco.
IT). Retour au cas général Dans cette deuxiéme sous-partie, on revient au cas général avec N > 3 et on se
propose d’étudier la convergence de la suite : (E(Y%))renx -

(1) Quelles sont les valeurs prises par la variable Zj, 7
Calculer : P(Z, =1/Yy_1=17), et : P(Z = —1/Yp_1=j),pour j €N, j< NetkeN*

(2) En appliquant la formule des probabilités totales, prouver que, pour tout entier naturel k non nul :

E(Zy) = %E(Yk—l) -1

(3) Montrer que la suite (E(Zg))renx €st géométrique.
(4) En déduire lexpression de E(Y)) et de E(Y}) en fonction de k et de N.

(5) Montrer que les suites (E(Zk))renx et (E(Yr))renx sont convergentes et donner leur limite quand k
tend vers +o0.

www.mathematiques.fr.st 2


file:www.mathematiques.fr.st

