PHEC1 devoir & la maison n°7 bis 2005-2006

Ecricome 2006 Option S

On effectue une succession infinie de lancers indépendants d’une piece donnant Pile avec la probabilité p €]0, 1] et Face avec
la probabilité ¢ =1 — p.

On va s’intéresser dans ce probléme aux successions de lancers amenant un méme coté.

On dit que la premiére série est de longueur n > 1 si les n premiers lancers ont amené le méme coté de la piéce et le
(n + 1)-ieme Pautre coté.

De méme la deuxiéme série commence au lancer suivant la fin de la premiére série et se termine (si elle se termine) au lancer
précédant un changement de coté.

On définit de méme les séries suivantes. €2 désigne ’ensemble des successions infinies de Pile ou Face. Pour i € N*, on note
P; ’événement « le i-iéme lancer améne Pile » et F; I’événement contraire. Les deux parties sont indépendantes.

I. Etude des longueurs de séries.

1. On note L; la longueur de la premiére série.
Exprimer I’événement (L; = n) a l'aide des événements P; et F; pour 4 entier naturel variant entre 1 et n + 1.

400
En déduire que P(L; =n) = p"q+ ¢"p. Vérifier que > P(L; =n)=1
n=1

2. On note Ly la longueur de la deuxiéme série.

(a) Exprimer I’événement (L; = n) N (Lg = k) a Paide des événements P; et F; pour ¢ entier naturel variant entre 1
et n + k + 1 puis calculer la probabilité de Pévénement (L =n) N (Lg = k).
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(b) En déduire que, pour k € N*, P(Ly = k) = p?¢* ! + ¢®>p*~1.  On admet que Y P(Ly =k) =1
k=1

(c) Montrer que la variable aléatoire Lo admet une espérance égale a 2.

II. Etude du nombre de séries lors des n premiers lancers.

. . . - . 1
On considére dans toute cette partie que la piece est équilibrée, c’est-a-dire que p = 3
On note N,, le nombre de séries lors des n premiers lancers :

e La premiére série est donc de longueur k£ < n si les k premiers lancers ont amené le méme c6té de la piece et le
(k + 1)-iéme Pautre coté et de longueur n si les n premiers lancers ont amené le méme coté de la piéce ;

e La derniére série se termine nécessairement au n-iéme lancer.

Par exemple, si les lancers successifs donnent : FFPPPPFFPPP. .. (F désignant Face et P Pile), on a pour une telle succession
w € Q,

Ni(w) = Na(w) =1; N3(w) =+ = Ng(w) = 2; N7(w) = Ng(w) =3; Ng(w) =--- = Nn1(w) = 4;

les données précédentes ne permettant évidemment pas de déterminer Nio(w).
On admettra que N, est une variable aléatoire sur (2, .4, P).

1. Déterminer les lois de N1, Ny et N3 et donner leurs espérances.

2. Dans le cas général on n € N> déterminer N, (2) (ensemble des valeurs prises par N, ) puis calculer les valeurs de
P(N, =1) et P(N,, = n).

3. Fonction génératrice de N,,.

On pose, pour n € N* et pour s € [0,1], Gy,(s) = > P(N,, = k)s*
k=1

(a) Pour s € [0, 1], comparer I'espérance de la variable aléatoire s’¥» avec G, (s).
(b) Que représente G/, (1) ?
(¢) Montrer que pour tout n > 2 et tout k € {1,..,n} on a

1 1
P((N,=k)NP,) = §P (Np—1=k)NP,_1)+ §P (Np1=k—1)NF,_1)
On admet que 'on obtiendrait de méme

P((N,=k)NF,) = %P (Np—1=k)NF,_1)+ %P (Npo1=k—1)NP,_1)
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Montrer alors que

1
(d) Soit n > 2. Montrer que G,,(s) = ;—SGn,l(s).
1 +s n—1
Calculer Gy (s) et en déduire que G,(s) = ( 5 ) 5

(e) Déterminer le nombre moyen de séries dans les n premiers lancers.

HEC 2004 Maths II (épreuve commune) Option E

Loi du temps d’attente de la premiére configuration " pile, pile, face

Soit Y la variable aléatoire désignant le rang du lancer ot pour la premiére fois apparait un face précédé de deux piles si
cette configuration apparait, et prenant la valeur O si celle-ci n’apparait jamais.

Par exemple, si les résultats des premiers lancers sont (face, face, pile, face, pile, face, pile, pile, face, ...), la variable aléatoire
Y prend la valeur 9.

On pose ¢; = ¢z = 0 et, pour tout entier n supérieur ou égal a 3 : ¢, = P([Y = n]).

n
Pour tout entier n supérieur ou égal a 3, on note B,, 'événement R,,_» N R,_1 NS, et U, 'événement |J B;.
i=3

1. On pose u; = uy = 0, et pour tout entier n supérieur ou égal a 3 : u,, = P(U,).
Mountrer que la suite (uy,),>1 est monotone et convergente.
2. (a) Calculer, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, la probabilité de 'événement B,,.

] Va 'ﬁ . ] n st 2 ] N 3 ] o2 B B Bn ] N ]
CTiier quS, I: our tout entler nature Sul: crieur ou 3ga a Y CS evenements ns n+1 C +2 son CuX a cux
IDCOHlpatlbles.

(¢) En déduire les valeurs des nombres us, uyq et us.

3. Soit n un entier n supérieur ou égal a 5.
a) Justifier I’égalité des événements U, N B, 11 et U,_o N B, 11 et préciser leur probabilité.
+ +
(b) Exprimer 'événement U, ;1 en fonction des événements U,, et B, y1; en déduire ’égalité suivante :

1
Up4+1 = Up + g(l - un72)-

1 1
(¢) Verifier les égalités suivantes uz = us + §(1 —wuy) et ug =wuz+ g(l — ug).

(d) Déterminer la limite de la suite (uy)n>1 et en déduire la probabilité de 1'événement [Y = 0].
4. Pour tout entier naturel non nul n, on pose : v, = 1 — u,.

(a) Préciser les nombres v1, va, v3, V4.
(b) Exprimer, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, v,41 en fonction de v, et de v,_s.

(c) En déduire pour tout entier N supérieur ou égal a 1, I’égalité suivante :

N
7 1
g—'UN+3 = gévk

(d) En déduire que la série de terme général v,, est convergente et calculer sa somme.

5. (a) Soit m un entier supérieur ou égal a 4. Exprimer 'événement [Y = n] en fonction des événements U,,_1 et U,
(Up—1 désignant I’événement contraire de U,,_1).
En déduire I'égalité : ¢, = vp—1 — Up.

(b) Valider 'égalité ¢,, = v,—1 — v,, dans le cas oi n est égal a 2 ou 3.
N N

(c) Justifier ’égalité suivante VN € N\{0, 1}, Z ke, = Z vg + (N + 1vyi1 — 209
k=2

k=3

En admettant que Nlir_r& (N + 1)vn41 = 0, justifier que la variable aléatoire Y admet une espérance égale a 8.
——+o00
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