PHEC1 devoir & la maison n°3 2005-2006

Exercice 1
On consideére 4 urnes notées Uy, Uy, U, Us telles que

e l'urne Uy soit composée de 0 boule rouge et 3 boules blanches.
e l'urne U; soit composée de 1 boule rouge et de 2 boules blanches.
e l'urne U; soit composée de 2 boules rouges et de 1 boule blanche

e l'urne Us soit composée de 3 boules rouges et de 0 boule blanche.

On choisit une urne au hasard dans laquelle on effectue alors 2 tirages successifs avec remise de la boule dans cette méme

urne. Pour k € [0, 3], on considére les événements :

n n

Uk : " on pioche dans I'urne Uy, " Ry : " on pioche exactement k boules rouges lors des 3 tirages

1. Calculer les 16 probabilités conditionnelles suivantes :

PUO(RO) PU(J (Rl) PUo (R2) PUO (R3) PUl(
Py, (RO) Py, (Rl) Py, (RQ) Py, (R3) PUs (RO) PU3 (Rl) PU3 (RQ) PUs (R3)

2. A Taide de la formule des probabilités totales, calculer les 4 probabilités P(Ry), P(R;), P(R2), P(R3).

3. En déduire les 16 probabilités conditionnelles suivantes

PRO (UO) PRO (Ul) PRO (UQ) PRO (U3) PRI (UO) PRI (Ul) PRI (UQ) PRI (U3)
PR2(U0) PR2(U1) PR2(U2) PR2(U3) PRS(UO) PRS(Ul) PRS(UQ) PRS(U3)

Exercice 2

On dispose de deux urnes A et B : initialement I'urne A contient 2 boules noires tandis que 'urne B contient 2 boules
blanches. On y effectue une suite d’épreuves, chaque épreuve étant réalisée de la fagon suivante :

On tire au hasard une boule dans chacune des deux urnes, la boule tirée de I'urne A est mise dans B, celle tirée de B est
mise dans A.

Pour tout entier n, on considére les événements

e X, : "l'urne A contient 0 boule noire & l'issue de la n-iéme épreuve "
e Y, : "'urne A contient 1 boule noire & 'issue de la n-iéme épreuve "
e Z, : " l'urne A contient 2 boules noires a 'issue de la n-iéme épreuve "

On considére également x,,,y,, 2, les probabilités respectives de X,,,Y,,, Z,, c’est-a-dire
P(X,)=zn, PYn)=yn, P(Z,) =z,
1. Calculer les probabilités xq, yo, 20, T1, Y1, 21, T2, Y2, 22-
2. Calculer les 9 probabilités conditionnelles suivantes :

Px,(Xn11), Px,(Ynt1), Px,(Znt1), Py, (Xny1), Py, Yai1), Py, (Znv1), Pz,(Xni1), Pz,(Ynt1), Pz,(Zni1)

3. A l'aide de la formule des probabilités totales, exprimer 2,41 (resp. Yn1,2n+1) en fonction de x,, Yy, et z,.
4. Utiliser un tableur pour calculer les 100 premiéres valeurs des suites (2 )n, (Yn)n, (2n)n. Que constate-t-on ?

5. Montrer par récurrence que

1 1/ 1\"* 2 1/ 1\"! 11
X = - — — _— = — — _— = - — —
VTLGN s Z’n—6 6 < 2) 5 Yn 3+3 ( 2) ) Zn 6 6

Ce résultat confirme-t-il la constatation de la question 4 ?

Exercice 3
Montrer que ’équation In(2 — z) = z admet une et une seule solution « sur | — 00, 2[ et que 0 < o < 1.
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