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1. (a) Les fonction f; et fa sont Ct sur [0, +oo| et Yz €]0, +oo]
1
fi(x) = (x —1)e * est dusignede x — 1, f{(0) =—-1, f1i(1)=1——; lim fi(x)=

e x——+oo

T 0 1 400
fi(@) - 0 +
1 1
fi(z) N /
1—et

(1) = x(x — 2)e"% est dusigne de x — 2, f5(0) =0, fo(1)=1—4xe 2; lim fo(z) =

Tr—+400
T 0 2 400
fa(x) - 0 +
1 1
fa(x) N /
1—4e2

1
(b) On en déduit que Vz € [0,+o0[, fi(z) =>1—->0et fo(z) >1—4xe 2 >0. On en déduit que (Fy) et (E2)
e
n’ont pas de solution positive sur [0, +o00].
2. (a) La fonction f3 est C! sur [0;+o0[ et Vz €]0,+o0[, fi(z) = 2%(z — 3)e™ est du signe de = — 3, f4(0) = 0 ;

B0 =1-C)F <0 lim_fya) =1

x 0 3 400
3(z) - 0 +
1 1
f3(z) N\ /!
1— (3e1)3
3\ ®
e Sur [0;3] la fonction f3 est continue strictement décroissante et f5(3) = 1 — e> < 0 < 1= f3(0) donc

(théoréme de la bijection réciproque) il existe une unique solution de (Eg) dans ]0; 3[, qu’on notera u. Comme
1 8

f3(1)=1-->0cet f3(2) =1 - — <0, on déduit que u €]1;2[.
e e

3
3
e Sur [3;+00[ la fonctionfs est continue strictement croissante et f3(3) =1 — () <0,0<1= lim f3(z)
e

r——+0o0

3
donc f3 réalise une bijection de [3; 400 sur [1 — () ,1[ ( théoreme de la bijection réciproque ), avec
e

3
0e [1 - <) ,1 l, il existe une unique solution de (E3) dans ]3; +o0o[ qu’on notera v. On vérifie avec une
e

calculatrice que f3(4) < 0 et f35(5) > 0 donc 4 < v < 5.
Pour z > 0 :

o f3(x)=0&zec{uv} o f3(z)<0exe€uv] o f3(z) >0 x€)0;ulUv;+oof.
Conclusion : (E3) admet deux solutions positives u et v, u < v, plus précisément 1 < u < 2 <4 < v < 5.
(b) On commence a remarquer que w et v sont solutions de
3

-2 =0erle®=1ch@®e ) =nle3ns-—r=0&3nc=21

e On procede par récurrence en posant (Pp,) : u < y, < v
Initialisation n = 0 : Par hypothése u < yo < v ce qui démontre (Py).
Hérédité : Supposons (P,) vraie et montrons (P,1), i.e. supposons que u < y, < v et montrons que
u < Ynt1 < v. En utilisant la stricte monotonie de z — 3Inz sur R} ainsi que les égalités 3lnu = u,
3lnv =v, yp4+1 = 31ny,, on en déduit que

U<y, <v=>3nhu<3lhny, <3lhvEeu<y,4+1 <v

ce qui démontre (P,,11) et achéve la récurrence.
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e On procede par récurrence en posant (Pp,) : v < yp,.
Initialisation n = 0 : Par hypotheése v < yo ce qui démontre (Py).
Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,41), i.e. supposons que u < y, < v et montrons que
U < Yn+1 < v. En utilisant la stricte monotonie de z +— 3lnx sur Ri ainsi que les égalités 3lnu = wu,
3lnv =wv, yp41 = 31ny,, on en déduit que

U<y, <v=3nu<3ny, <3hvEu<y,41 <v

ce qui démontre (P,,11) et achéve la récurrence.
e On ay,t1 — Yn = 3Iny, — 3Iny,_1. La fonction = — 3Inx est strictement croissante donc

a—b<0&sa<bs3lna<3lnb< 3lna—3Inb<0

ce qui entraine que le signe de 3Ina — 31nb est celui de a — b donc le signe de y,4+1 —y, =3lny, —3Iny,_;
est celui de ¥, — Yn—1-

Il est dés lors immédiat que le signe de y,+1 — yn est celui de y1 — yo = 31Inyy — Yo

D’apres la question 3.a, on a

o f3(x)=0<zec{uv} o f3(z)<0sxze€uv] o f3(z) >0 x€]0;ulUv;+ool

et puisque l'on a
f3(x) >0 1>2% " e >2® x> 3n(x)
ce qui entraine que

— Si yo €]u;v] alors yo < 3lnyg = y1 donc y1 — yo > 0 on en déduit que (y,,) est strictement croissante
minorée par u donc convergente vers L € [u;v] avec L > yg > u et L=3InL < f3(L) =0 donc L = v.

— Si yp €]v; 00| alors yo > 3lnyg = y1 donc y; — yo < 0 on en déduit que (y,,) est strictement décroissante
minorée par v donc convergente vers L € [v;+oo[ et L=3InL < f3(L) =0 donc L = v.

Par conséquent, la suite (y,,) converge vers v.

(¢) On choisit désormais yo = 4.

Etablir pour tout entier naturel n que 0 < v — Ynt+1 < 0,75(v — yp,) puis que 0 < v — y, < 0,75". Comment
suffit-il de choisir I’entier n pour que y,, constitue une valeur approchée de v & 107> prés? Donner cette valeur de
Y, & I’aide d’un tableur.

D’aprés la question 2.b) et puisque 4 = yo < v, Vn € N, y,, € [u;v], la suite (y,), est croissante donc Vn €
N, 4 < yn, ce qui entraine que y, € [4;v] et la suite (y,)n, converge vers v. La fonction ¢ :  +— 3Inz est de
classe C! sur [4;] et

>~ w

Vo € [4;0], ¢'(z) = % =0<¢'(z) <

L’inégalité des accroissements finis montre que
3
Va,y € [4;v], [3lnz —3lny| < 1 |z — vyl
En choisissant x = v € [4;v] et y = y,, € [4;0], on a

3 3
|31nv—3lnyn\ < 1 |V = Yn| & [V = Ynt1] < 1 |V — Ynl

> w

Puisque Yn € N, 4, < v S |0 — ypn| =0 — Yn, on en déduit que Vn € N, 0< v — ypt1 < = (v — yn).

3 n
Considérons la récurrence (Py,) : 0 < v —y, < (4)

0 0
3 3
Initialisation n =0: v —yp = v —4 € [0,1] (cf. question 2.a)) et (4) =1donc0< v—y, < (4) ce qui

démontre (Py).

n
Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,11), i.e. supposons que 0 < v — y,, < (4) et montrons que

3 n+1
0<U—yn+1<(4> .

0< vy < 2o-m <2 () = (3)"
X yn+1\4 Yn Sq\g “\1

www.mathematiques.fr.st 2 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

PHEC1 Correction dm n°6 2005-2006

ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.

3\" 3
Pour que v, soit une valeur approchée de v & 1075 prés il suffit que 0 < v —y,, < (4) < 1075 soit nln <4> <
—51n(10
—51n(10), c’est a dire que n > % ~ 40,02 + 1072 donc n = 41 convient.
ln 1

Le tableur nous donne y4; = 4, 536403626 donc v ~ 4,53640 + 107°.

(d) On pourrait procéder par la méme méthode qu’en 2.c) (je laisse le lecteur la faire) mais une autre est également
possible, la voici.
La suite (z,,)nen est définie par la condition initiale zg € [0;v] et la relation Vn € N,  z,41 = 0(z,) ou 6 : z —

1/3

T . .
exp (g) . La fonction z o x étant strictement croissante sur R, pour x 6]0; —I—oo[ on a:

e ix) =0 = P=rslx)=2
e fiz) <0 l<ale e’ <adelz)<w
o f3(z) >0 1> e >adel(z) >
Et du 2 )a) on en déduit que si > 0 :
o )=z zec{uyv} o 0(z)>zxexel;uUv;+oo] o 0(z) <z z€lu; vl
e Siu < xy <w, alors si pour un entier naturel n, u < x,, < v de la croissance de 6 sur R on déduit que
u=0(u) <(x,) =xny1 <O(v) =0

donc Vn e N*, u <z, <w.

e Si 2y < u, alors si pour un entier naturel n, z, < u de la croissance de 6 sur R on déduit que z,1+1 = 0(z,) <
O(u) = u donc ¥n € N*,|  z, < u.

e La fonction 0 étant strictement croissante sur R, les nombres x,, — z,—1 et 0(z,) — 6(x,_1) sont de méme
signe c’est a dire que x, 41 — ©,, est du signe de x,, — x,,—1 c’est & dire que (z,) est monotone.

e Si zp €]0;u[ alors 1 = 6(zg) > xg, on en déduit que (z,) est une suite croissante majorée par u donc
convergente vers un nombre L, L €]0; v].

e Sixg € [uyv] alors z1 = 6(xp) < xp, on en déduit que (x,) est une suite décroissante minorée par u donc
convergente vers un nombre L, L €]0;v[. La fonction ¢ étant continue en L on a :

b=l on= B wn = Lip Blon) = 6(L)

c’est a dire que L €]0;v[ et §(L) = L donc L = u. On en déduit que la suite (z,,) converge vers u.

(e) zp =2, donc, d’apres ce qui précede, (z,) est une suite de [u; 2] C [1;2].

Vo € [1;2], 0(x)=exp (—) 9’(33):@(1)(3),

/ .
0'est croissante donc

ep(2
X
3

car 3> ~ 0,64924 4 107 prés. On aw € [1;2] et Vn € N, =z, € [u;2] C [1;2] donc 0 < u — =z, et de

I'inégalité des accroissements finis on déduit que
|0(u) — O(yn)| < 0,65 |u— x| < |u— zpy1| <0,65|u—x,]
Puisque ¥Yn € N, =z, € [u;2] donc |u — z,| = z, — 2 donc
0< zpy1 —u<0,65(z, —u)

Effectuons une récurrence rapide. On a u € [1;2] et zp =2donc 0 < 29 —u=2-u<2—-1=1=0,65".
Supposons que pour un certain entier naturel n on ait 0 < z,, — u < 0,65, alors

0< i1 —v<0,65(z, —u) <0,65 x0,65" =0,65""!,
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car 0,65 > 0. On en déduit que Vn € N, 0< z, —u < 0,65,

Pour que z,, soit une valeur approchée de u a 107> prés il suffit que 0,65" < 1075 soit n1n(0,65) < —51n(10)
—51n(10)
In(0, 65)
Le tableur nous donne z97 = 1,857184222 donc v ~ 1,85718 4+ 107°.

c’est a dire que n > ~ 26,725 donc n = 27 convient.

3. (a) Sur [0;+oo] la fonction f,, est C'* sur cet intervalle. On a vu dans les préliminaires que pour z €]0; +oo[ f/ () est
du signe de z — n donc f,, est strictement décroissante sur [0;n] et strictement croissante sur [n; 400l

e De plus f,(0) =1et fro(n) =1—n"e™ =1-— (E)" < 0 car e < 3 < n donc, (théoréme de la bijection
e
réciproque ) f, réalise une bijection de [0,n] sur [1 - (ﬁ)”; 1} avec 0 € {1 - (E)”; 1} donc (E,) admet une
e e
unique solution u,, dans [0,n], et comme f,(1) =1— — > 0, on a plus précisément 1 < u,, < n.
e

e De plus f,(n) <0et liIE fn(x) =1 donc, (du théoréme de la bijection réciproque ) f,, réalise une bijection
r— 100

de [n;+oo[ sur {1 - (g)”; 1{ avec 0 € {1 - (Z)”; 1{ donc, (E,) admet une unique solution v, dans [n;4o0|
plus précisément n < v,.
On remarque que si = 0 on a: (fp(x) < 0) < (T €Jup; vy[).
Conclusion: L’équation (F,) admet deux racines positives u, et v, telles que 1 < u,, < vy,.
(b) Pour n >4, fr_1(up—1) =0 donc (u,_1)" te %1 =1et

fn(un—l) =1- un—l(un—l)nileiunil =1- Up-1 < 0

car 1 < . Donc fp(tun—1) <0et fr(u,) =0o0r1<u,_1<n—-1<mnetl<u,<n,comme f, est strictement
décroissante sur [1;n] on déduit que u,_1 > u,. On en déduit que (u,) est une suite décroissante minorée par 1
donc convergente.

(c) Soit x>0 on a:
fn($)=0<:>1—x"e_$:0@x":ew@x:exp(f).
n

u _ .
Comme u,, > 0 on a u, = exp (—n> La suite (u,) étant convergente on a hIJIrl — =0 et donc
n n—+oo N

lim w, = lim exp (u—n) =exp(0) = 1.
n

n—-+4oo n—-+4oo

Conclusion: la suite (u,) converge vers 1 et l'on a

mn n n n ]-
Vn > 1, un—lzexp(u—)—lzu—+o(u—> ~ Uno
n

n n n—+oco N n—+oo N
1

dovu,—-1 ~ —.
n—-+oo N

(d) Pour n >4, f_1(v,—1) =0 donc (v,_1)" te V-1 =1 et
fn(vnfl) =1- Unfl('Unfl)nileiv'n71 =1-v,-1<0

car 1 < n < v,. Donc f,(v,—1) < 0 et comme v,_; > 0, on déduit des variations de f, que v,—1 €|u,;v,[ donc
(vy,) est une suite strictement croissante qui a pour limite 400 car Vn >4, n < v,.

(e) Pour tout réel x > 1: g(x) = z —In(z) et ¢'(x) =1 — 1/ = (x — 1)/z > 0. La fonction g est de classe C'*°
sur |1;+oo[, donc continue sur cet intervalle, strictement croissante, x +— z — In(z) étant continue en 1 on a

1 1
lim g(z) =1, et 11111 g(x) =+ococarsiz > 1lonag(z) ==z (1 - n:r) et lim In(z) = 0. On en déduit

z—1+ x r—+o0 T
(théoréme de la bijection réciproque) que g réalise une bijection de ]1;+oo[ sur |1;4o00].
Soit z >n >3. On a

(h@) = 0o (1-a"e =0)e @ =) & (o= exp (2)) & (£ =
& m(Z)=2—mm) e @m) == -n(2)) e mmn) =g(5))
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dod g (%") — In(n) et donc %" - gfl(g(%")) — g~ (In(n)).

Comme lim In(n) = +ooet lim ¢ !(z) = +oco on déduit que lim Un — 4 oo. D'autre part

n—-+o0o Tr— 400 n—4oco N

Un
Un Un Un In (7) Un,
ln(n):——ln(—):— 1_1)771 N
n -n n—+4+oo N

n

donc v, ~ mln(n).
n—-+oo
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