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(a)
(b)

La fonction f est C! sur R (c’est un polynéme) et Vo € R,  f/(z) = 322+5 >0
donc la fonction f est strictement croissante sur R.

Pour commencer, on a : 2% + 5z —1 =0« f(z) = 0.

La fonction f est continue et strictement croissante sur R donc elle réalise une

bijection de R sur f(R) = R (puisque lil}_l flx) = 400 et lim f(x) =
lim 2? = —o00). Comme 0 € R (autrement dit f(R)), Péquation f(z) = 0

T——00
admet une et une seule solution sur R (existence et unicité de antécédent sur
R de 0 par f). Par conséquent, I'’équation x® + 5z — 1 = 0 admet une unique
solution sur R.

On compare les images f(0), f(a) et f (;) .Ona:

1 1
f(a) =0, (« est solution de 'équation f(x) =0), f <5) =3

1
De fagon évidente, on a : f(0) < f(a) < f (2> et puisque f est bijective et

strictement croissante sur R, on en déduit que 0 < a < 5
Pour commencer, on a : (E,) < f(x) = n. D’aprés la question 1.b) la fonc-
tion f réalise une bijection de R sur R et comme Vn € N, n € R (autrement
dit f(R)), 'équation f(z) = n admet une et une seule solution sur R (exis-
tence et unicité de 'antécédent sur R de n par f). Par conséquent, I’équation
23 + 5z — 1 = n admet une unique solution sur R.

On compare les images. On a :

f(an) = n (a, est solution de I'équation f(xz) =n) et f(apt1)=n-+1

De fagon évidente, on a: ¥n >0, f(an) < f(ans1) et puisque f est bijective
et strictement croissante sur R, on en déduit que : Vn > 0, «, < a,4+1 donc
la suite ()., est croissante

On compare les images : On a :
fl@)=0 et flan)=n et f(In)=n+5Jn+12n

De fagon évidente, on a : Vn > 0, f(a) < f(ayn) < f(¥/n) et puisque f est
bijective et strictement croissante sur R, on en déduit que : Vn > 0, « <

1B

a, < n.

En divisant cet encadrement par n, on en déduit que

« o n ni/3 1
vn > 1, fglgfzizT/g
n n n n n

. .« . 1 PR
Puisque lim — = lim —= = 0, le théoréme d’encadrement montre que
n—+oo N n—-+oo n2/3
) o
lim — =0.

n—-+oo N
Puisque «, est solution de I'équation x® + 5z = n, on a a3 + 5o, = n. En

. . . 3 .
divisant cette égalité par n et en remarquant que (nl/ 3) = n, on obtient

3 3 3
Ay, Ap Ay Ap (an ) Ap
st ole —2 452 —1& — =1
n o n (nt/3)3 o n nl/3 o n

T ) (question 2.c), on en déduit que

Puisque
n—+oo N

. an \3 . o} . @
lim (—n) =1-5 lim — =1« lim L VA P2 ap
n——4oo n1/3 n—+oo N n—-—4o0o n1/3 n—-—+o0o

Pour tout entier n > 0, on introduit la fonction f, définie par :

Ve e Ry, folz)=a"+5bzx—1

Cette fonction est de classe C! sur R, et sa dérivée est donnée par :

Vn>=0 VexecR,, f(z)=nz""'+5>0

La fonction f,, est continue et strictement croissante sur R donc elle réalise une
bijection de R sur f(Ry) = [—1, 4+o0[ (puisque lirf f(z) = 400). Comme
T—T00

0 € [-1, 4+o0[, 'équation f,(z) = 0 admet une et une seule solution sur R (ex-
istence et unicité de Pantécédent sur R4 de 0 par f,). Par conséquent, ’équation
" + 5z — 1 = 0 admet une unique solution sur R,.

Calcul de 3 : B, est I'unique solution positive de
(Bo): 2’ +52-1=0&5x=0<1=0

donc B, =0
Calcul de 3, : 3, est I'unique solution positive de

1
(El)::c1+5x—1:0<:)6x:14:>$:6
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1
donc 8, = 5
Calcul de (3, : (§5 est I'unique solution positive de
-5+ 29
(Eg):x2+5x—1:()<:>x:#
-5 +v29
donc B, = % (c’est la seule solution positive)

On compare les images par f,. On a :

o = o 1(3)-() () 1)
£a(B,) = 0 (B, estsolution de f,(z) = 0)

1

10 < 12068, < £ (5

est bijective et strictement croissante sur R, on en déduit que :

De fagon évidente, on a : Vn > 0, ) et puisque f,

ot =

1 n
L’inégalité précédente montre que : Vn > 0, 0 < (5,,)" < (5> . Puisque

Q) -

théoréme d’encadrement s’applique, ce qui montre que : lirf (8,)" =0.
n—-—+oo

lim

+ 0 (suite géométrique de raison appartenant a | — 1,1[), le
n—-1+0oo

Le réel g, vérifie ’équation

Puisque 1irJIr1 (8,)" = 0, on en déduit que 1irf (I =58, = 0 donc
1

li =

n oo Pn = 5

i. On étudie le signe de la différence f,,11(z) — fn(z) lorsque z €]0,1] :

frs1(@)=fo(2) = 2" T 452—1—(2"+52—1) = 2" —2" = 2" (x —1) <0

>0 <0

done Vz €]0,1[,  fay1(z) < fu(2).

2B

ii. En évaluant cette inégalité en x = 3, €]0,1[, on obtient fr4+1(5,) <
fn(B,,). Puisque 3, est solution de Iéquation f,(xz) = 0, on en déduit
que fr(8,,) =0 donc fr+1(83,) <O.

ili. Puisque f,,, est solution de I'équation f,,1(x) = 0, on en déduit que
fn+1(6n+1) =0.

Nous savons que frn41(B,41) = 0 et for1(8,) < 0 donc fry1(B,) <
fn"rl(ﬁn-‘rl)'

iv. La fonction f,+1 étant strictement croissante et bijective sur [0, 1],
I'inégalité précédente implique que §, < f3,,; donc la suite (5,), est
strictement croissante.

correction de I’exercice 2

1. Etude globale :
1
La fonction z +— (1 + > Inz est C! sur Ri (par somme et produit de fonctions
x

C') donc la fonction
1 1+1/z
r—exp||ll+—|Inz| =2
x

est C! sur R (car exp est C'! sur R), ce qui montre que

; 1 x
la fonction f est C* sur R7Y.

Etude de la continuité en 0 :
Inz

1
(1—1—) Inz ~
x r—+oco I
Inx . 1

1
et lim — = — lim — = —oo (car 2T o lorsque x est proche de 0) donc
z—0t T x

1
Puisque — - 400, on aisément 1’équivalent suivant :
T x—0

lim eX =0, on en déduit que

X——00

(14 1) ] <00

ce qui démontre que f est continue en 0 et puiqu’elle est continue sur Rf_ (car elle
y est C1), on en déduit que

lim
z—0t

1
(1 + ) Inz = —oco0. Comme
T

lim f(z)

= lim exp
20+ +

z—0

’ f est continue sur Ry ‘

Etude de la dérivabilité en 0 : On considére le taux d’accroissement de f en 0

en x # 0.
x1+1/3c

fz) = £(0)
0

T —
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1 — f(0 . ..
(car lim N 0) donc lim M = 0, ce qui implique le DL de e® au voisinage de 0
z—0t T X ——o00 z—0t xz—0
que

’1& fonction f est dérivable en 0 et f/(0) = 0‘

1
2. Puisque lim <1+> = 0 et que lim Inx = +oo, on en déduit que
xr——+00 €T r——+00
1
lim <1+> Inz = +oo donc, étant donné que lim eX = +oo, on a :
z—+00 T X —+oo
lim f(z) =400
r—+o0

Etude de asymptote en +oo :

1 1 1
f(x) =exp <1H$ + M) = exp(lnz) exp <M> = zexp (nx)
€T T x

. . Inx . ) . Inz
Puisque hr_‘r_l —— =0 (croissances comparées), on peut substituer & — a = dans
r——4oco I X
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2 2 2
“ U 9 Inz Inz 1 /lnz Inz
e' = l4+u+—+o(u’) =exp| — = 1+—+-(— ) +ol| | —
u—0 2 T T—400 x 2 T x

On en déduit que
nz 1 /Inz)? nz)?
1+—+-(— | 4o —
T 2 T T

donc f(z) — (z+1nx) = 0 et la courbe d’équation y = = + Inz est asymptote
r— 100

flz) =x _ x—l—lnx—k% (ln;)2 o ((lnxm)2>

—0 quand x—+o0

& Cy au voisinage de +00 Avec les anciennes notations, la courbe Cy admet en +o0
une branche parabolique de direction y = .

1 (Inxz)?
Remarque : puisque f(z) — (z + lnx) ~ o3 (Inz) 2 0 donc Uasymptote a Cy
T——+00 x

en 400 est « en dessous » de Cy.
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