PHEC1 Correction dm n°4 2005-2006

correction de I’exercice 1 3 3 3 1 1 1
1. (a) Un calcul direct nous donne J>= {3 3 3| =3(1 1 1| =3/
3 3 3 1 1 1
Il en découle que
J = IPxJ=3JxJ=3J2=32T Ji=xJ=3TxJ=32J2=3%J
J o= ItxJ=330xJ=3%J%=3%

On conjecture que ¥Yn € NX, J" = 3"~1J. Pour le prouver, on procéde par récurrence en posant
(Pa):Jn =301
Initialisation n =1: J* = J et 3'71J = 3°J = J donc J! = 3'~1J, ce qui démontre (Py).
Hérédité : Supposons (P,) vraie et montrons (P,1), i.e. supposons que J" = 3"~ 1J et montrons que J" ! =
3nJ
JH =Tt x J=3""1x J=3""J2=3"J
ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence

(b) On procede par identification des coefficients

1 4 1 1 1 00 1 1 1
M = aIerJ@g 1 4 1]=a|0 1 O0)+b|1 1 1
1 1 4 0 0 1 1 1 1
2 1 1
3 6 6 2 1
360 atb b b a+b== a=3 1
& - 5 = | = b a+b b & 1 & 1 =\ M=-1+_J
¢ 39 b b a+b b= b= 26
L1l 2 6 6
6 6 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1
M(2I—-J) = (zI+-J)(2l—<J)=T+-J—-J—=J*=I+_-J—~-=1I
( 3 > <2 +6 )( 3 > Jr3 6 18 +6 6
Par conséquent, la matrice M est inversible et son inverse est
) 1 1
. 100y /111 52 3
M‘1:2I—§J:2 01 0 -3 L1 1)=f-3 3 -3
0 0 1 1 1 1 1 1 5
"3 3 3
. 1 1 1
(¢) Montrer que, pour tout entier naturel n : M”*2—nl+§ ~on J.
1 1
od ¢ t (P :M”:—I - (1—-——
on procede par récurrence en posant (P,) on + 3 om J
Initialisation n = 0: M°? =T et iI—i—1 1—i J =TI donc Mo—il—i—1 1—i J, ce qui démontre
e 20 )7 = T2 T3 90 ) />4
(Po)-
1 1
Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,,+1), i.e. supposons que M" = 27] +3 <1 2n)Jet montrons
1
que Mt = 2n+1]+§ <1 2n+1> J. En utilisant la question 1.b), on a
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
MY = M'xM=|—J+-(1—-—)|J||=I4+=-J|=—-T+-(1-—|J4+—oT+—(1—-—]J?
. {2” +3< 2") ][2 +6} 2n+l +6< 2”> +6><2” +18< 2”)

1 1 1 1 1 1 1 1
J+-(1—-=)J=—cT+=J+(=- J
2n+1 (6 6><2”+6 2n> +6( 2n> STE=R: +(6 6><2")
1 1 1 1 1 1
= I+-(1- J= I+-(1- J
(3 6><2n> — ontl +3< 2><2n> n+1 +3< 2n+1)

ce qui démontre (P,+1) et achéve la récurrence

—_

277,+1
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En particulier, la matrice M™ s’écrit
2 1 1 1
3x2m 3 3 x2 3 3 x2m 3
= Lo o)+ i(i- ) (1 I D .
~ o U)o 3x2" '3 3x2n '3 3xan 3
00 11 11 2 1
3x2m 3 3x2n 3 3x2"m 3
En faisant n = —1 dans la formule, on obtient I’égalité

1 1 1 1 1
-1 _ - — _— = — — = — =
M 2_1I+3<1 2_1)J 2 +2(1-2)J =21 - 2J

qui est vraie d’apres la question 1.b).

On procéde par un calcul direct

111
L[4\t 18 9 9 a1
M2 o= |14 1) ==[9 18 9)|=|- 5 =
2 2
\1 14/ \o 9 1s 12
4 4 2
111 .
5 11 — 0 0
3 % Z11 il 1 411 2 1 1
M>-ZM = |- = | -=|1 4 1]=]0 —= 0 |=-=1I
5 12 4|71 2
11 4 1
111
111 0 0 -
4 4 2 2
3 1
M(M=-3I) = —JIeM(2M+30)=1

donc la matrice M est inversible.

5 1 1

3 3 3

1 5 1

Remarque : son inverse est la matrice M ! = —2M + 31 = 3 3 "3
1 1 )

3 3 3

Montrer que pour entier n € N, il existe deux réels a,, et b, tels que M"™ = a,, M + b, 1.

On procede par récurrence en posant (Py,) : il existe deux réels a,, et b, tels que M"™ = a, M + b, I
Initialisation n = 0 : M = I et recherchons deux réels ag et by tel que agM + byl = I. On vérifie que ag = 0 et
bo = 1 convient bien puisque 0 x M + 1 x I = I = M donc (Py) est vraie.

Héreédité : Supposons que (P,,) est vraie et montrons (P,41), c’est-a-dire supposons qu’il existe deux réels a,, et
b, tels que M™ = a, M + b, I et montrons qu’il existe deux réels a, 1 et b, 1 tels que M" T =a, 1M + b, 11

1 1
M™ =M™ x M = (anM+an)M:a”M2+bnM — (ZM_ 21> + o, M = @“n +b”> M= ianI

3 1
En choisissant les réels a1 = ian + b, et byi1 = —ian, on a bien M"*! = a,, ;M + b, 11 donc (P,41) est

vraie, ce qui achéve la récurrence.

. Ap4+1 = Z0n + bn . ag = . ay = 1

D’aprés la question 2.b), on a 2 1 Puisque b, — 1 oomen déduit que b — 0
bpy1 = —5an 0= te
2
3 1
Un42 = §Qn+1 + bn+1 = Ean—i-l - 50;, ) ; X ,
Equation caractéristique : 2% = 590 —3 &2 — 537 + 3= 0 dont les racines sont 3 et 1.
1\" 1\"

Il existe donc deux réels c et d tels que Vn € N, a, =« (2> + 61" =« <2> + 4
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Détermination de « et 3 :
0
<1> +0=a 1
al - = _
2 0 - 10‘+f3—0 o) se=1 | LieLi-L a=-2
1 ! 70‘“”5:1 L2H2L27L1 ﬂZQ
“ 2 +B8=a 2 p=2
=VneN 221ntb L 1+1n:>b 1+1n71 1+21n
n Ap = 2 — =~ € n = —z0p = — = n — — =~ = - =
’ 2 Ty 2 2 2
Par conséquent, on en déduit que
2 1 1 1 1 1
3x2n 3 3x2n 3 3x2n 3
m " u " I 1 1 2 1 1 . 1
vneN, = 127203 T2 3x2" '3 3x20 3 3x2n 3
1 1 1 1 2 n 1
3x2n 3 3x2m 3 3Ix2" 3
3. (a) Un calcul direct nous donne PQ) =3I < P <Q) = I donc la matrice P est inversible et son inverse vaut
2 1 1
3 3 3
proloo| 1l L1
3 3 3
-1 0 1
(b) En multipliant de part et d’autre par P~ "a gauche" et P "a droite", on obtient P~*M P = N puis un calcul
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direct nous donne

11 1 1
3 6 6 3 00
1 1 1

P M= = = N=pP1lpyqp=]0 1 0
3 3 3 .
1 1 0 0 =
2 0 3 2

Justifier que ¥n € N, M"™ = PN"P~! puis donner les neuf coefficients de M™.

On procéde par récurrence en posant (P,) M" = PN"P~!

Initialisation n =0 : M% =1 et PN°P~! = PIP~! = PP~! =] donc M® = PN°P~! ce qui montre que (Pp)
est vraie.

Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,1), c’est-a-dire supposons que M™ = PN™"P~! et montrons
que M+l = pNntlp—1

M= M"x M = PN"P'PNP~! = pN*"NP~! = pNntlip—]
=TI

donc (Pp41) est vraie, ce qui achéve la récurrence

1
o 0 0
Puisque N est une matrice diagonale, il est immédiat que N = | 0 1 0 | ce qui nous permet d’écrire
1
0 0 —
271
1 2 n 1 1 n 1 1 1
w 10 3x2m 3 3x2m 3 3x2m 3
PN" R M" =PN"P~! ! . 21 ! .
o Con B | 3x20 "3 3x2n '3 3x2n 3
1 1 1 1 1 1 n 1 2 n 1
2n 2n 3x2m 3 3x2m 3 3Ix2" 3
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4. (a) L’évéenement A, ; dépend de la position du mobile & linstant n, c’est-a-dire des événements A,,, B,,C,, qui
forment un systéme complet d’événements. La formule des probabilités totales nous donne

P(An41) = PANAn1)+P(BuNAptr)+ P(ChNApi)
2 1 1
= P(An)Pa,(Ant1) + P(Bn)Pp, (Ant1) + P(Cn) Po, (Ansa) = gP(An) + EP(BH) + EP(Cn)
P(B,+1) = P(A,NBpt1)+ P(ByNBpy1) + P(Cp N Bpy)
1 2 1
= P( ) ( n+1) + P(Bn)PB (Bn+1) + P(CR)PCn,(Bn+1) = EP(AH) + gP(Bn) + EP(Cn)
P(Cpt1) = PA,NCpp1)+P(ByNCri1)+ P(C,NChryr)
1 1
= P( ) ( n+1) + P(BH)PBn(Cn+1) +P(Cn)PC7l(Cn+l) = EP(An) + GP(Bn) + P(C )
a = ga + 1b + 1c
n+1 — 3 n 6 n 6 n
) 1 2 1
ce qui nous donne bn+1 = Ean + 3b + = 6
= L 2+ 2
Cntl = gn T gon T gln
211
3 6 6
Ap41 1 2 1 293 Qnp
(b) Tl est immeédiat que | bp41 | = 5 3 6 b, | =M | b,
Cn+1 1 1 2 Cn Cn
6 6 3
an,
Pour lautre égalité, on procéde par récurrence en posant (P,,) : | b, | = M"X,
Cn
ao ao ao
Initialisation n =0: M° [ by | =1 [ bo | = [ bo | donc (Py) est vraie.
Co Co Co
anp ap
Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P, 41), ¢’est-a-dire supposons que | b, | = M™ | by | et montrons
Cp, Co
Ap+1 agp
que [ bpy1 | = M| by
Cn+1 Co
An+1 an ao ao
bog1 | =M [ by | =M x M™ [ by | = M| by
Cn+1 Cn (&%) Co
Qp, ap
donc (P,41) est vraie, ce qui achéve la récurrence. puis montrer que Vn € N, bn | =M™ | by
Cp, Co

(c) En explicitant I’égalité précédente, on a
B 2 1y, S AN 11
=90 \3xan 73) T\ T3x2n T3) T O\ T3xan T3
1 1
bo=ao(—g—r ) b
a‘]( 3><2n+3>+ 0

= L 1y, LI 2,1
=0 T3 T3 0\ T3x2n T3) T O\ 3 T3

Il est immédiat que

1 1
i n= li b, = 1 n = = —b —Cco= = b ==
n—1>1-}’-looa/ nil}rlm nirilmc 3ao+3 o+3Co 3(ao+ o+ ¢o)

car, la famille Ay, By, Cy formant un systéme complet d’événements, on a

P(A0)+P(Bo)+P(Co):1<:>a0+b0+C0:1

www.mathematiques.fr.st 4 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

