PHEC1 Correction dm n°3 2005-2006

correction de ’exercice 1
1. La probabilité conditionnelle Py, (Ry) signifie que 1'on pioche dans I'urne Uj, qui contient j boules rouges et 3 — j
boules blanches. Dans cette urne, on pioche avec remise 2 boules donc k£ sont rouges. En particulier, dans I'urne Uy il
est impossible de piocher la moindre boule rouge et dans 'urne Us, il est impossible de piocher la moindre boule non
rouge. En notant R I’événement "piocher une boule rouge a la pioche", on a
Py,(Ry) = P(RRR)=1x1=1

PUO(Rl) = PUO(RQ) = PQUO(‘R23) :20 3
P :P = — - - = —
) - 3X3X3 27 1 2 2 2 1 2 2 2 1 4
PUI(Rl):P(RRR)—FP(RRR)—FP(RRR):? %xg—l—%xgx?—kgx%x%:g
PU2(RO):P(RRR):§X§X§:277 2 1 1 1 2 1 1 1 2 2
Py, (Ry) = P(RRR)+ P(RRR)+ P(RRR) == X =X =4+ - X=X -4+ -X=-X ===
SRt T T B R o B N
Py, (Ry) = P(RRR) + P(RR P(RRR) =S X X-4-x-xZ4-xZx==—
v, (R2) (RR)+2(R2R); (];RR) 3X3X3t3zXgXgt3z*x3x3=g
P :P = — — _——= —
Us (Rg) (RRR) 3 X 3 X 3 o7
PU3(R0) = PUS(Rl) = PUs(R2) =0
Py, (R3) =1
ce que l'on peut résumer par
PUO(Ro)—l8 PUO(R1)=(31 PUO(R2)=% PUO(&)ZO1
PUl(Ro):?7 PUl(Rl):§ PUl(R2):§ PUl(RB‘):Z*?
1 2 4 8
PUz(RU) = 277 PU2(R1) = § PUQ(RZ) = § PUQ(R3) = ﬁ
Pyy(Ro) =0 Py,(R1) =0 Py,(R2)=0 Py, (Rs) =1
3

Remarque : pour tout entier j, on a bien ZPUJ' (Rx) = 1, ce qui est normal puisque 'application A — Py, (A) est
k=0
une probabilité.
2. La famille (Uy, Uy, Us, Us) forme un systéme complet d’événements, ce qui nous donne

P(Ro) = P(UomRo)+P(U1ﬁRo)-ﬁ-P(UQmRo)—FP(Ugr\IRo)
impossible

1 1 8 1 1 1
= P(U())PUO(R()) +P(U1)PU1(R()) +P(U2)PU2(R0) =-X1l4+-X—4+-X —=—

4 4 27 4 271 3
P(Ry) = PUyNRy)+PULNR)+PUsNRy)+ P(UsNRy)
impossible impossible
1 4 1 2 1
== P(Ul)PUl(Rl)+P(U2)PU2(R1):1 X 5-"1 X 5_6
P(Ry) = P(UyNRy)+PU,NRy)+ P(UysNRy)+ P(UsNRy)
impossible impossible
1 2 1 4 1
== P(Ul)PUl(RQ)+P(U2)PU2(R2):Z X §+Z X 526
P(R3) = P(UyNR3)+PULNR3)+ P(UyNR3) + P(UsN R3)
impossible
—  P(U1)Py, (Rs) + P(Us)Pus, (Rs) + P(Us) Py (Rs) = ~ x =+~ x 24 2yp=1
- 1 U1 3 2 U2 3 3 U3 3) — 4 27 4 27 4 - 3

3
Remarque : on a bien Z P(Ry) = 1.
k=0
3. On utilise simplement la classique formule Pg, (U;) = e J = 2 puisque 'on ne
) = ) = PR PR
peut réinterpréter, la connaissance du nombre de boules rouges laisse une indétermination sur 1'urne choisie sur la
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pioche)
1 1 8 1 1
TR 19 2 1%y _ 1
PRO(UO): 1 :Z PRO(Ul): 1 :§ PRO(U2): 1 :% PRO(U3):O
3 3 3
1 4 1 2
179 2 179 1
Pg,(Up) =0 Pr,(Uh) = =5 =3 Pg,(Uz) = = =3 Pg,(Us) =0
6 6
1 o 2 1 y 4
1479 1 14709 2
Pi, (Uo) = 0 Pr,(h) =472 =5 Pa(Uh)=472 =1 Pa(Us)=0
6 6
1 1 1 8 1
1% 159 _2 TR
Pr,(Ug) =0 Pr,(Uy) = T 3% Pr,(Us) = T g Pr,(Us) = T 71
3 3 3

3
Remarque : Pour tout entier k, on a Z Pr,(U;j) =1 (car application A +— Pg, (A) est une probabilité)
§=0

correction de l’exercice 2
1. Puisqu’initialement les deux boules noires sont dans I'urne A, on en déduit immédiatement que zo = 1 et yg = 29 = 0.
A Tissue de la premiére épreuve, 'urne A contient nécessairement 1 B et 1 N et 'urne B contient également 1 B et 1
N, ce qui entraine que 1 = 23 =0et y; = 1.
D’apres le contenu de 'urne A a l'issue de la premiére épreuve, a l'issue de la seconde épreuve, pour I'urne A contienne

1
e 0 N, il est indispensable de piocher dans 'urne A la boule noire (probabilité 5) et dans I'urne B la boule noire

1 1 1 1 1
(probabilité —). Ainsi la probabilité d’avoir 0 N a 'issue de la seconde épreuve vaut 3 X 5=1 donc x4 = 1

1
e 1 N, il est indispensable de piocher soit dans I'urne A la boule noire (probabilité 5) et dans I'urne B la boule noire

1 1
(probabilité 5), soit dans l'urne A la boule blanche (probabilité 5) et dans I'urne B la boule blanche (probabilité

1 1 1 1 1 1
5) Ainsi la probabilité d’avoir 1 N a l’issue de la seconde épreuve vaut 5 X 3 + 5 X 5=3 donc yo = 3

1
e 2 N, il est indispensable de piocher dans 'urne A la boule blanche (probabilité 5) et dans I'urne B la boule blanche

1 1 1 1 1
(probabilité 5) Ainsi la probabilité d’avoir 2 N & 'issue de la seconde épreuve vaut 3 X 3= 1 donc zo = 1

2. Voici le tableau récapitulant les valeurs des neufs probabilités conditionnelles

A\B | Xpp1 | Yo | Znta

X, 0 1 0
Pa(B): =7 4 [ 1/2 | 1/4

Z’IL 0 ]- 0

Justification des calculs de probabilités conditionnelles

Px (Xn41) © on dispose d’aucune boule noire dans U'urne A (donc l'urne A contient 2 B et 'urne B contient 2 N) et
l'on souhaite avoir aucune boule noire dans l'urne A aprés Uéchange.(donc l'urne A contient 2 B et l'urne B contient
2N), ce qui est impossible (on pioche nécessairement 1 N dans l'wrne B et 1 B dans l'urne A puis on échange)

Px (Ynt1) : on dispose d’aucune boule noire dans l'wrne A (donc l'urne A contient 2 B et l'urne B contient 2 N) et
lon souhaite avoir 1 boule noire dans l'urne A aprés l’échange. (donc 'urne A contient 1 B, 1 N et l'urne B contient
1 N, 1 B), ce qui arrive nécessairement (on pioche nécessairement 1 N dans l'urne B et 1 B dans lurne A puis on
échange) donc l’événement est certain

Px (Zn11) : on dispose d’aucune boule noire dans l'urne A (donc l'wrne A contient 2 B et l'urne B contient 2 N) et
lon souhaite avoir deuz boules noires dans l'urne A aprés ’échange.(donc U'urne A contient 2 B et l'urne B contient
2 N), ce qui est impossible (on pioche nécessairement 1 N dans l'urne B et 1 B dans l'urne A puis on échange donc
lurne A ne contiendra qu’une boule noire et non deux)
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Py, (Xn41) : on dispose d’une boule noire dans l'urne A (donc l'urne A contient 1 B, 1 N et l'urne B contient 1 N,
1 B) et l’on souhaite avoir aucune boule noire dans l'urne A aprés Uéchange.(donc lurne A contient 2 B et 'urne B

contient 2 N), ce qui se réalise si et seulement si on pioche la noire dans 'urne A (probabilité 5) et la blanche dans

1 1 1 1
lurne B (probabilité 5) donc la probabilité de réalisation est B X 21

Py (Yn41) : on dispose d’une boule noire dans l'urne A (donc l'urne A contient 1 B, 1 N et l'urne B contient 1 N, 1
B) et l'on souhaite avoir une boule noire dans l'urne A aprés U'échange.(donc l'urne A contient 1 B, 1 N et l'urne B

1
contient 1 N, 1 B), ce qui se réalise si et seulement si on pioche la blanche dans l'urne A (probabilité 5) et la blanche

1 1
dans U'urne B (probabilité 5) ou on pioche la noire dans l'urne A (probabilité 5) et la noire dans l'urne B (probabilité

1 1 1 1 1
5) donc la probabilité de réalisation est 3 X 3 + 3 X 3 = 3

Py, (Zn+1) : on dispose d’une boule noire dans l'urne A (donc l'urne A contient 1 B, 1 N et l'urne B contient 1 N,
1 B) et l'on souhaite avoir deux boules noires dans l'urne A aprés l’échange.(donc l'urne A contient 2 B et l'urne B

1
contient 2 N), ce qui se réalise si et seulement si on pioche la blanche dans l'urne A (probabilité 5) et la noire dans

1 1 1 1
lurne B (probabilité 5) done la probabilité de réalisation est 3%X5=1

Pz (Xnt1) : on dispose de deux boules noires dans l'urne A (donc l'urne A contient 2 N et l'urne B contient 2 B) et
lon souhaite avoir aucune boule noire dans l'urne A aprés l'échange.(donc l'urne A contient 2 N et l’urne B contient
2 B), ce qui est impossible (on pioche nécessairement 1 B dans l'urne B et 1 N dans l'urne A puis on échange donc
lurne A contiendra une boule noire et non zéro)

Py (Yoi1) : on dispose de deuzx boules noires dans U'urne A (donc Uurne A contient 2 N et l'urne B contient 2 B) et
lon souhaite avoir une boule noire dans 'urne A aprés ’échange.(donc 'urne A contient 1 B, 1 N et l'urne B contient
1 N, 1 B), ce qui arrive nécessairement (on pioche nécessairement 1 B dans l'urne B et 1 N dans l'urne A puis on
échange) donc l'événement est certain

Px (Zyn11) : on dispose deux boules noires dans l'urne A (donc l'urne A contient 2 N et ['urne B contient 2 B) et l'on
souhaite avoir deux boules noires dans l'urne A aprés l’échange. (donc 'urne A contient 2 N et l'urne B contient 2 B),
ce qui est impossible (on pioche nécessairement 1 N dans l'urne B et 1 B dans l'urne A puis on échange)

3. On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements X,,,Y,,, Z, et en utilisant la
question précédente, on a :

1
P(XnJrl) = P(Xn n Xn+1) + P(Y, N Xn+1) + P(Zn n XnJrl) = P(Yn)PYn (Xpt1) = ZP(YH)
—— ———
impossible impossible
P(YnJrl) = P(Xn N Yn+1) + P(Yn N Yn+1) + P(Zn N Yn+1) = P(Xn)PXn (Yn+1) + P(Yn)PYn (Yn+1) + P(Zn)PZn (Yn+1)
1
1
P(ZnJrl) = P(Xn n Zn+1) + P(Y, N Zn+1) + P(Zn N Zn+1> = P(Yn)PYn<Zn+1) = ZP(YTJ
—— ———
impossible impossible
1
Tn+l1 = Zyn
ce qui implique les égalités suivantes Vn € N, Yntl = Ty + 3Yn + zn
1
Zn+1 = Zyn

4. Tl semble que les trois suites soient convergentes, la suite y convergeant vers un réel égal a 0.666666666 + 10~ et les
deux autres suites vers un réel égal & 0.166666666 + 10~°

5. On proceéde par récurrence en posant
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Initialisation n =1 :

1 1/ 1\"t 11 1 1/ 1\'!
n=0575"2) T 6" n=5"5\"2
2 1/ 1\"*' 2 1 2 1/ 1\'!
m=1 = 3t3(73) “3T3=l(T) =315 (2
0 1 1/ 1\t 11 0 1 1/ 1\'!
Z1 = _—— = —_— = - — — = 21 == — — —_—
! 6 6\ 2 6 6 76 6\ 2

donc (P;) est vraie.
Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (Pp41) i.e. supposons que

1 1/ 1\"! 2+ 1/ 1\"! 11
Tp = — — — — = = — — —_— 2y = = — =
"T85 6\ 2 A T T 6

11\ _2+11” 11
$n+1—6 6 B) vyn+1—3 3 D) 7Zn+1—6 6

Un calcul direct nous donne

et montrons que

1 1(2 1/ 1\"! 1 1 1 N/ 1\ 1 1/ 1\"

Tntl = 4y’”:4<3+3<_2> >:6+4x3x<_2) (_2) :6_6<_2)
1 1 1/ 1\"" 12 1/ 1\ 1 1/ 1\"!

Ynt1 = $"+2y"+2":6_6<_2> T3 3+3<_2> +6_6(_2>

2 1/ 1\"' 2 1/ 1\'/ 1\ 2 1/ 1\"

- 3_6<_2) 3 6 _2> <_2> :3+3<_2

1 1(2 1/ 1\"! 1 1 1 N/ 1\" 1 1/ 1\"

Al = 4y”:4<3 3<_2> _6+4X3X<_2) <_2> :6_6<_2)

ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.

2
Puisque —= €] — 1, 1], on en déduit que lim z, = lim z, = —-et lim y, = -, ce qui confirme la constatation de
2 n—+oo n—+oco 6 n—-+o0 3

la question 4

correction de I’exercice 3
On introduit la fonction f: x — In(2 — z) — .

Cette fonction est continue et dérivable sur | — 00, 2[ (car 2 — x > 0 sur cet intervalle et x — Inx est continue et dérivable
sur RY).
) (2—2x) -1 r—3
Sa dérivé t fllzg)=—————-1= —-1= <0 — 00, 2[.
a dérivée vaut f'(x) Sy 5. 5. sur | — o0, 2|
Par conséquent, la fonction f est continue et strictement décroissante sur | — oo, 2] donc elle réalise une bijection de | — 0o, 2]
sur f(] — o00,2[) =] — oo, +o0].
Justification des calculs de limites :
2 In(— 2
oo ¢ fl@)=l@-2)—z=In(-2z(1-2)—z=In(-z)+In(l— ) -z = 2 - 241 & 4w
x x —x x T——o0
— 400 N—
—0 —0
——00
2 ¢ flz)=lm@2-2z)— z — -
N——" N~~~ 22—
—0t —2
Puisque 0 €] — 00, 4+00[, on en déduit que I’équation f(xz) = 0 admet une et une seule solution sur | — 0o, 2[ (existence et

unicité de Pantécédent de 0 par f).
Pour justifier que 0 < o < 1, on compare les images par f

f(0)=1In(2) >0, f(o)=0 (asolutionde f(z)=0) f(1)=hl-1=-1

donc f(0) > f(a) > f(1). La fonction f étant strictement croissante et bijective, on en déduit que 0 < o < 1.
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