PHEC1 Correction dm n°1 2005-2006

correction de ’exercice 1
1. Pour que Inx existe, il est indispensable d’exiger que z > 0 et, pour que le quotient existe, il faut exiger que Inz #

0 < z # ¢ = 1. Par conséquent, le domaine de définition de f est Dy =]0, +oo[\{1} =0, 1[U]1, +-o0[.

. lim f(z) = lim z(lnz)"! = —limaz=0.
z—0t z—0t f<0en 0+t xz—0
On en déduit que la fonction f se prolonge par continuité en 0 en posant

f() ﬁ si x>0etxz#1
xTr) =
0 si x=0

. La fonction f est le quotient de deux fonctions dérivables sur Dy =]0, +oo[\{1} dont le dénominateur ne s’annule pas
sur Dy (cf. question 1) donc f est dérivable sur Dy et sa dérivée est donnée par :

- (2)

Vo € Dy =10, +oo[\{1}, [f'(2)= (Inz)? ()

. Le signe de f’(z) est celui de Inz — 1 et comme 'on alnz —1 >0« Inz > 1< 2 > e! = ¢, on en déduit le tableau
de variation de f

x 0 1 e +00
f'(@) || - | - 0 +
I 0 I +oo | +o0
f@@) ||l N | NS
| —oo || e
Justification des limites :
En 0 et en 400, cela découle de I'égalité lim z(lnz)~t = lim Inz.
z—+o0o (resp. 01) z—+o0o (resp. 01)

En 17, le numérateur z est positif et tend vers 1, le dénominateur est négatif et tend vers 0 donc le quotient est négatif
1

et tend vers —oo ("Oi = —oo").

En 17, le numérateur = est positif et tend vers 1, le dénominateur est positif et tend vers 0 donc le quotient est positif

1
et tend vers 400 ("0—+ = 4o0")
. La fonction f est continue sur Je, +oo[ comme quotient de deux fonctions continues sur cet intervalle dont le dénomi-
nateur ne s’annule pas sur cet intervalle. En outre, la combinaison des questions 3 et 4, montre que la dérivée de f est
strictement positive sur Je, +o00[ donc la fonction f est strictement croissante sur cet intervalle. Les deux conditions du
théoréme de bijection étant valides, on en déduit que f réalise une bijection de Je, +oo] sur f(Je, +00[) =Je, +o0.

. A la question, il a été démontré que li141_1 f(z) = 400. Ensuite, on a
Tr— 100

T
f@) e _ 2 1_1
T T Inz =z Inx z—>+0
fl@)=0xz = f(z) — 0

donc la courbe représentative de f admet une branche parabolique de direction la droite y = 0.

correction de I’exercice 2
1. Asymptote en —o0 :

— —00 T
~~
T _ 1 1
lim f(z) = lim :C = 400 f(z) = ¢ 1__* X — = - -1
T——00 z——oc0 ¥ — 1 T T e?—1 x e —1z—>-00
——
——1
—0
cy T
Fo) =) = g = gy = SO S E5 0 (i e = i )
——
——1
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Ainsi, la courbe C; admet la droite y = — comme droite asymptote en —oo
Asymptote en 400 :

T T T 1 1
)= = =—X——=gze* X —— — 0 lim ze ™ = lim e ”
/() e?—1 e*(l—e®) e 1l—e?® <~ 1l-—e% s>+ (z—»+oo z—+Foo )
—0 ~——
—0

Ainsi, la courbe C; admet la droite ¥y = 0 comme droite asymptote en +oo.

2. Continuité et dérivabilité de f sur R* : Sur R*, la fonction f est égale a la fonction = +—

T
1 Cette derniére
T —

fonction est le quotient de deux fonctions continues et dérivables sur R dont le dénominateur ne s’annule pas sur R*

x
donc la fonction z — P f(z), sur R*, est continue et dérivable sur RNR* = R*.
€T —

o . . 1 1 .et—1
Continuité en 0 : ilirbf(x) —ili% e $11£% To1o1" 1 (car 212%

=1) et comme f(0) = 1, on en déduit

que lin}J f(z) = f(0), la fonction f est continue en 0.

3. Vo e R, f/(z)= 1(em(;1:)§(ew) B em(ez_f—ez)_?l

4. La fonction g :  +— e* — xe® — 1 est clairement dérivable sur R et sa dérivée vaut
g (z) =e" — (1e* + xe”) = —we”

Le tableau des variations de la fonction g sur R est alors

T —00 0 400
g'(x) + 0 -
0
9(x) 7N
-1 | —00
Justification des limites :
En —oco : g(z)=e€"—ze" -1 — -1 (lim ze®= lim e*=0)

1 —X
En +o00 : g(z)=— ze” <_ac+1+e > —  —00 ( lim ze®= lim €% =400)

x T—+00 T— 400 T——400

5. A la question 2, il a été montré que la fonction f est continue sur R. En outre, cette fonction est dérivable sur R* et
en 0 (indication de la question 2), on en déduit que f est dérivable sur R. La combinaison 3 et 4 et 'indication de la
question 2, montre que f’ est strictement négative sur R donc la fonction f est strictement décroissante sur R. Par
conséquent, les deux conditions du théoréme de bijection sont réalisées, ce qui implique que f réalise une bijection de
R sur f(R) =]0, +oo[ (d’apres les limites calculées a la question 1).

correction de ’exercice 3

Etude la fonction e ‘ Sur chacun des intervalles | — oo, —1], [—1, 2], ]2, +-00], la fonction e est égale & une fonction continue sur
R donc la fonction e est continue sur R\{—1,2} (ne pas oublier d’enlever les points "collant" & deux intervalles consécutifs).
Etude de la continuité en —1 : La fonction e possédant deux expressions distinctes selon que 'on se trouve a gauche ou a
droite de 1, nous allons utiliser les limites gauche et droite

lim e(z)= lim 0=0 lim e(z)= lim (z+1)=-14+1=0

r——1— r——1— r——11 z——1
donc les limites gauche et droite en —1 sont égales, ce qui implique que lim1 e(z) existe et vaut 0. D’autre part, e(—1) =
T——
—1+1=0donc lim1 e(z) = e(—1), ce qui implique la continuité de e en —1.
T——

Etude de la continuité en 2 :

lim e(x) = lim (x4+1)=2+1=3 lim e(z)= lim 3=3

T—2~ T—2~ z—2%1 z—2+t

donc les limites gauche et droite en 2 sont égales, ce qui implique que lim2 e(z) existe et vaut 3. D’autre part, e¢(2) = 3 donc
xTr—

lirr12 e(x) = e(2), ce qui implique la continuité de e en 2.
xr—
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En conclusion, on peut affirmer que la fonction e est continue sur R (ce que le graphique semblait nous indiquer).

Etude la fonction f ‘ Sur chacun des intervalles | — 0o, 0], 10, 1], [1, +o0], la fonction f est égale a une fonction continue sur

R donc la fonction f est continue sur R\{0,1} (ne pas oublier d’enlever les points "collant" & deux intervalles consécutifs).
Etude de la continuité en O :

li = lim 0=0 i =1l Inz = li =0
A S0 = g 020 g S = g el = g o

donc les limites gauche et droite en 0T sont égales, ce qui implique que lir% f(x) existe et vaut 0. D’autre part, f(0) =0
r—
donc lin}) f(z) = f(0), ce qui implique la continuité de f en 0.
r—

Etude de la continuité en 1 :

1
li = i Inz=1xInl1=0 1 = lim — =1
A @ = p e =1xinl =0 ln f@= 10 g

donc les limites gauche et droite en 2 sont distinctes, ce qui implique que la fonction f n’admet pas de limite en 1, ce qui
En conclusion, on peut affirmer que la fonction f est continue uniquement sur R\{1} (ce que le graphique semblait nous

indiquer).
0 si r<-—1 x2 si <0

e:x— z+1 si —-1<x<2 fix— zlnx si O<ax<1

3 siox>2 /e s xz>1

correction de I’exercice 4

1. Représenter sur un méme graphique T et T".

af 1 2 af 1 2
2. - =—— 4+  — =——+4+ —
® 2tV =2 e YT e e
(b) Recherche des points critiques :
of 1 2 2 1 2 1
= = —+—— = 0 —_— = — — = =
O (z,y) 0 22 (z+y)? (x+y)? 2 (z+y)? 22
) < 1 2 < 2 1< 1
ey = 0 e T I = =
dy v (z+y)? (z +y)? y z? y?
222 = (v+y)? 222 = (v+y)?
< { 2 = y? < r = +y
Etant donné que les réels x et y sont strictement positifs, on en déduit que 1'égalité x = —y est impossible (un
nombre strictement positif ne peut étre égal & un nombre strictement négatif).
0
g@w)= 0
x N 222 = (v+y)? N e o=y e =y fz = 0
U =0 Lz = 2 = (r? 10 = 2 Ty = 0
Y

. . . . . 1
ce qui est impossible car on suppose x et y strictement supérieur a —.

Par conséquent, la fonction f n’admet aucun point critique sur 7’ donc elle ne peut admettre d’extrémum sur 7”.

3. En utilisant les inégalités satisfaitent par z et y sur T, on obtient aisément la majoration

1 1 1
>t <4 <4 - <4
4 x T T
1 1 1 1
> - - <4 - <4 - <4
¥273 = y = y = y
n <3 1 >4 2 <8 2 8
x X o X 5 - X 5
L z+y 3 r+y 3 T+y 3
2 16
= Y)=—+ - = <4+4—- - =—
fzy) y Tty + 3 3
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11
D’autre part, sur le dessin de T, on constate qu’en fait x et y appartiennent & l'intervalle [4, 2} . Montrons ceci

algébriquement, ce qui va permettre de justifier la minoration sur f(z,y).

1
— <K

A 57 R L3 _3 11
- IT X - X X, 5= 5
1 1Y VS 1 17YS g YS1T17 2
ANV = +1<+<3§ +1<3:> _3 11
r+-<z < - r+ - < - r< - —— =2
3 1 YSq 157 47172

2 < f(a:y)®2<M®2$y(m+y)<x2+y2®0< 2 (1-2y)+ y* (1 —2z)

h ’ \Q:y($+y) h h 5 S~—— \/ig_/

> >0 >0 =

Cette derniére inégalité étant vraie, on en déduit que l'inégalité 2 < f(z,y) est également vraie.
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