PHEC1 devoir & la maison 8 2004-2005

Exercice 1

Cet exercice sera fait a l’aide d’un tableur (Excel, OpenOffice, Works ou StarOffice) et
il sera rendu sous la forme du fichier tableur. Vous me le transmettrez donner les 50
premiers termes des suites suivantes. Lorsque vous pensez que la suite converge, donner
une estimation de la limite éventuelle :
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Exercice 2
L’objectif est de montrer, et non de démontrer, une méthode itérative de résolution de
certains systémes linéaires.

1. Premiére partie :

r+z—t=2
On considere le systéme suivant : (S7) : ax_f ;’:1?43:'5 i150
y—2 =14
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(a) Premiere méthode : Montrer que le systéme (S) admet une et une solution
(o, 8,7,0)

(b) Deuxiéme méthode :

_2—z+t
I
Stz —=z
. 4
2 A AN
Montrer que (S1) est équivalent a (S”) : _10+a—y
3
—14
po ATy
2
On introduit les quatres suites ()n, (YUn)n, (2n)n €t (tn), définies par récur-
rence par :
- 2= zy t i,
n+l — 3
S+ xp — 2n
b =
104 20 — yn avec To="Yo =20 =1ty =
Zngl = ——
3
14+ y,
o= —5—

Calculer, a I'aide d’un tableur, les 40 premiers termes des suites (zy,)n, (Yn)n,
(zn)n et (tn) (on rendra le fichier tableur correspondant avec le dm)

Que constate-t-on ? Comparer numériquement (Z,, Yn, 2n,tn) avec (o, 8,7,0)
lorsque n est suffisamment grand.

2. Deuxiéme partie :
r+z—t=2
—r+2y+z=>5
r—y—z=-10
y—2t=14

On considere le systeme (S3) définie par (S2) :

(a) Reésoudre le systéme (S2). On note (A4, B, C, D) la solution.

r=2—-z+t

btz —=z
o o 2

(b) Montrer que (S2) est équivalent a (5%) : =104z —y
—14

po 12ty
2
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(¢) On introduit les quatres suites (an)n, (bn)ns (¢n)n €t (dn)n définies par récur-
rence par :

an+1:2_cn+dn

S+an —cp
bn-{-lzi
2 avec  ag =by =co=dy =
Cnp1 =10+ a, — b, 0= =R =00
—14 + b,
nir = —5—

Calculer, a 'aide d’un tableur, les 100 premiers termes des suites (2, )n, (Yn)n,
(2n)n et (t,) (on rendra le fichier tableur correspondant avec le dm)
Que constate-t-on 7 Peut-on obtenir une valeur approchée de (A, B,C, D) ?
3. Troisiéme partie :
Considérons un systeéme (S) de p équations a p inconnues x1, ..., z, de la forme

01,171 + G1,2T2 + a1,3T3 + - -+ + a1 ,Tp = by
a21T1 + G22T2 + Q233 + -+ -+ Q2 pTp = bo

ap1T1 + ap2ate + ap3rs + -+ appTp = by

On dit que le systéme (S) est a diagonale strictement dominante si et seulement

p
Vie [Lpl, lai:> > lai -
j=1

JFi
Par exemple, pour le systéme (S7), on a :
a1 =3, ay2 =0, ayz =1, a4 = —1
aglz—l a22:4 a9 =1 a24:1 .
k ’ ' ’ 3 ’ ’ et I'on a bien
az =1, azgp=—1, azz3=-3, azs=0
asy =0, asgo =1, as3 =0, (4,4 = —2

3=lar1| > lara| + a1 3] +]a14] =0+14+1=2
4 = |a272| > |a2,1\ + |a273| + ‘04274| =14+14+1=3
3 =laszs| > |ag 1| + |aze| +Jazs| =14+1=2
2 = laga| > lag1| + [as2] +|as 3 =0+1+0=1
donc le systeéme (S7) est a diagonale strictement dominante.
Par contre, le systéme (S3) n’est pas a diagonale strictement dominante car

L=lai1| £ larz| + a1 s +ara =1+0+1=2

On démontre, mais nous le ferons pas, que tout systéme linéaire (S) a diagonale
strictement dominante admet une et une seule solution. En outre, la deuxiéme
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méthode utilisée dans la premiére partie fournit p suites (LE&H)), (gcé”))7 vy (ml(,n))n
qui sont convergentes et, si 'on note Iy, .., 1, leurs limites respectives, alors (I1,..,1,)
est 1'unique solution de (S)

Application :

On consideére le systéme (S) de 6 équations & 6 inconnues x,y, z, ¢, u, v définie par :

1309z 4 167y — 3z + 325¢ + 2u — 500v = —2001
101z — 7000y + 1001z — 50t + 876w + 900v =1
(S) : 23y + 367z +t — 2u + 3v = 267
' x +y — 300z + 4000t = 12241
12z — 221y 4 3012 + 43t — 67u + 900v = 876
—60z + 70y + 34z + 100t + 2u + 1000v = 1579

Construire le systéme (S") équivalent a (S) en suivant la stratégie de la partie 1 puis
introduire les 6 suites récurrentes (%, Yn, Zn, tn, Un, Wy ). Utiliser un tableur pour
calculer suffisamment de termes de chacune de ces suites. Donner alors une valeur
approchée a 1079 prés de la solution (z,y, 2, t,u,v) du systéme (S)

On ne recherchera surtout pas la solution par le pivot. Pour les téméraires
éventuels, voici les valeurs exactes de z,y, z,t,u, v

_ 187409082561 753 311 ~ 63102937175 846 369
vz 94569607 388 315838 ’ Y = 94569607388 315838
P 21733810974 457409 ~ 98109275 005230979

31523202462 771946’ © 31523202462771946°

364196498068 272 647 v 33761878431 011923

94569607 388315838’ 31523202462 771946°

Exercice 3
1. Montrer que I’équation Inx = 4 — x admet une unique solution « sur Ri.

Justifier que 2 < a < 4

(données numériques : In2 ~ 0.69 & 1072, In3 ~ 1.098 4+ 1072 et In4 ~
1.37+£1072)

Montrer que « est aussi solution de ’équation x =4 — Inz

. On considére la suite u définie par Vn € N,  u,41 =4 — Inwu, avec ug =2

1
Montrer que Vn € N, w, € [2,4] puis que |u,t1 — | < 3 |un, — | et enfin que

1
Un, — | < =—. En déduire une valeur approchée de o & 1076 prés.
271
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