PHEC1 devoir & la maison 10 2004-2005

Exercice 1 1 =
Soit 2 un réel positif, on pose I, = — [(z —t)"etdt.
n!y

1. Montrer que Vn e N, 0< I, < —'e“J
n!
mn-‘rl n xk)
2. Justifier que Vn e N, I, =-—— +1 uisvne N, [, =e% — —
q ) n (n+ 1) n+1 P n kZ::O il
n gk
3. En déduire que Vn e N, > T se
k=0 R:
n ok
4. Montrer que la suite (Z k") est croissante puis qu’elle converge.
k=0 ™/ neN
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5. En remarquant que — = — = —, déterminer lim —-.
quant que T = 2, ST = 2 3T n-rtoo 7l

k
6. A l'aide des questions précédentes, déterminer les limites suivantes : har_l I, 111J1r1 <E ) .
n—-—1+0o0o n——+0o0
n

Qu’en déduit-on sur la convergence de la série — et sur sa somme ?

n>0 n.
Exercice 2 o
Soit x un réel appartenant a [0, 1], on souhaite étudier la convergence de la série > —.
n=1 n
n 1 tn+1
1. Montrer que Vn € N, Vt € [0,z], > tF=-—" —
=TIt 1t
n karl x yn+1
2. En intégrant sur [0, z], en déduire que =—In(l—z)— [ dt
=0 k+1 o 1—t
x tn+1 1

3. Justifier que Vx € [0,1], 0 <

I T3 rya—a

z yntl n pk+l nt1 ok
4. En déduire lim [ dt, lim puis lim —
n—+00 11—t n—+00 g +1 n—+o00 7] k

. . z"
5. Que peut-on dire de la série > — et de sa somme éventuelle ?

n>1 n
—+o00

6. Calculer la somme suivante —_—
k=1 'I’L2n

7. Une application aux probabilités :
On considére une collection infinie d’urnes (U,),enx, ot I'urne U, contient n boules dont une et une seule boule
blanche.
On dispose également d’une piéce équilibrée.
On lance autant de fois que nécessaire la piéce jusqu’a I'obtention du premier "Pile".
On note X le nombre de lancers nécessaires.
Ensuite, si 'on a eu besoin de k lancers, on pioche une et une seule boule dans 'urne Uy,

(a) Donner la loi de X.
(b) Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche.
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