PHEC1 Correction dm 9 2004-2005

correction de I’exercice 1

2 1
1. Un calcul direct nous donne P2 = |1 2 =2] + P donc P> — P — 213 =0.
1 1

P-1I
Il est alors immeédiat que P? — P = 2I3 < <23) = I35 donc la matrice P est inversible et son inverse est

1 1 1

2 2 2

piotipony=| 2 L

=3 P-h) =15 2 2

1 1 1

2 2
2. A= PBP~!' < P 'AP = B, ce qui nous donne

0 2 0 2 0 2
P'A=11 -1 1 B=P'AP=(0 2 0
1 1 -1 0 0 2

et il est immédiat que B = 213 + J.

3. Un calcul direct nous donne J? = 05.
Calcul de B™ : Puisque B = 213 + J, on souhaite appliquer la formule du bindéme de Newton. Pour cela, il faut vérifier
que J et I3 commutent. C'est immédiat puisque (213)J = 2I3J = 2J et J(2I5) = 2J13 = 2.J donc (215)J = J(2I3)

B = (2 +J)" = (J +2I)" = 3 @ JH (L)
k=0

Nous savons que J2? = 03 donc pour tout k > 2, J¥ = 0, ce qui implique que tous les termes de la somme ci-dessus sont
nuls sauf, éventuellement, les termes correspondants & k =0 et 1

n n 2 0 0 0 0 n2" 2" 0 n2"
B" = (o) JO(213)" 0 + <1> Je) =242t =0 2 0|+|0 0 0 |=[0 20 0
0 0 27 0 0 O o o 27
4. Montrons par récurrence que A” = PB"P~!,
Initialisation n =0: A% = I3 et PB'P~! = PI3P~! = PP~! = I3 donc A = PBP~1.
Hérédité : supposons que A” = PB"P~! et montrons que A"+ = ppntip—1
A"t = A"A = PB"P'PBP~' = PB"BP~! = pB"t'p!
—
=1,
ce qui achéve la récurrence.
Un calcul direct nous donne
2m 0 0
O 2” 2n 1 n n n 1 n
PB = (2" 0 27+4n2" A" = pprp~t = [ 2" 2 (1+ 5) "2
2 2 2

5. L’égalité X, 11 = AX,, est immédiate (sinon, revoir le cours sur le lien entre systémes linéaires et matrices).
Montrons par récurrence que X,, = A"X,.
Initialisation n = 0 : A°X, = I3Xy = X donc X = A°X,.
Héreédité : supposons que X, = A" X alors X,, ;1 = AX,, = AA" Xy = A" X, ce qui achéve la récurrence.

mn 0 0 on
Tn 1 n L .. 1 Tn, n n
X,=A"Xo & |y | = 2™ 2 (Hi) 3" e (wm]=]7 (1+5)
2 1 1 . n 1 z ( n)
n ~on Zpon 7 _ - n 2" (1 + =
Sn2 o2t 2 (1-3) +3
T, = 2"
= (142
Par conséquent, on a : Vn € N, Yn = ( + 5)
n
()
: 2
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correction de I’exercice 2

On pose
1 00 0 1 0 0 0 1
I=10 1 0 J=10 0 1 K=10 0 0
0 0 1 0 0 O 0 0O
Pour tous réels a, b, ¢, on considére également la matrice M(a,b,c) = al + bJ + cK.

1. Je laisse le soin au lecteur de vérifier, par calcul direct, que J? = K, K?=KJ = JK = 05.
Il est alors immeédiat que

M(a,b,c)M(z,y,z) = (al+bJ+cK) (xI+yJ+ zK)

axI? 4+ aylJ + azI K + bz JI + byJ? + bzJK + caKI + cyKJ + c2 K>

axl + ayJ + azK + bxJ + byK + ca K = axl + (ay + bx)J + (az + by + cx) K
M(a,b,c)M(z,y,2) = M/(azx,ay+ bx,az+ by + cx)

2. Cas ou a # 0 : On recherche l'inverse éventuel de M (a, b, ¢) sous la forme M (z,y, z) et en remarquant que M (1,0,0) =
I,ona
M(a,b,c)M(z,y,z) = I < M(az,ay + bx,az + by + cx) = M(1,0,0)

Cette égalité est vérifiée si 'on a

==
ar =1 ab b
ay+bxr=20 Sy VT T2
az+by+cx=0 1 b2 — ac
z=——(cx+by) = 3
a a

a’ a?’ a3

0 c
Cas ot @ =0 : La matrice M(0,b,¢c) = bJ +cK = |0 b | est triangulaire et au moins un de ses coefficients
0 0

diagonaux est nuls (tous en fait) donc elle n’est pas inversible.

3. On procéde par récurrence en posant
(P,,) : il existe trois réels ,, yn, 2, tels que [M ((a,b,¢)]" = zpI + ypJ + 2, K

Initialisation n = 0 : [M(a,b,c)]° = I et l'on souhaite construire trois réels xg, yo, 20 tels que [M(a,b,c)]® =
2ol + yoJ + 20K. En choisissant xg = 1, yo = 0 et zg = 0, Pégalité est vérifice donc (Pp) est vraie

Heérédité : .Supposons (P,) vraie et montrons (P,+1), c’est-a-dire supposons qu’il existe trois réels x,, yn, 2z, tels
que [M ((a,b,¢)]" = @nd + ynJ + 2, K et montrons quil existe trois réels z,, yn, zn tels que [M ((a,b,c)]" ™" =

xn+1-[ + yn+1<] + Zn+1K
[M ((av b, C)]n+1 = M(av b, C) [M ((av b, C)]n = M(av b, C)M(xnv Yn, Zn) = M(CMC”, aYn + 0Ty, azy + byy + Cwn)

Tpt1 = GTp
Si Pon choisit 41, Ynt1 €t zn41 de la fagon suivante, Yn+1 = bxy + ayn , on a bien
Zny1 = CTp + byn + azy,

[M ((a, b, C)]TLH = M (Znt1,Yn+1, Znt1) = Tng1d + ypp1J + 2np1 K

donc (P,41) est vraie, ce qui achéve la récurrence.
Tpn41 = Ty

La relation Ynt1 = bTy + ayn est bien entendu vérifiée.
Zp41 = CTy + byn +az,

4. La suite x est géométrique de raison a donc z,, = a"xg =a" x 1 = a™.
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ba™ +a b b . . . b C
5. Upt1 = Yntl _ In _ 2 + In _ 2 + u,, donc la suite u est arithmétique de raison —, ce qui implique que
antl antl a a* a a
b b b ,
un:nxf—s—uo(:)y—n:nxf—I—@(:)y—n:nxf(:)yn:nba”_l
a an a a¥ " an a
correction de 1’exercice 3 1
1. L’événement (W7 = 0) se réalise seulement si I’on a pioché la lettre ¢ donc p(W; = 0) = 3
1
L’événement (W7 = 1) se réalise seulement si 'on a pioché la lettre b donc p(W7 = 0) = 3
1
L’événement (W7 = 2) se réalise seulement si ’on a pioché la lettre a donc p(W; = 0) = 3

L’évenement (Wy = 3) est impossible donc p(W; = 0) = 0.

2. L’état des jetons A et B a lissue de la (n + 1)-iéme opération dépendant de I’état de ces jetons a 'intant ¢ = n, on
introduit naturellement le systéme complet d’événements (W,, = 0), (W,, = 1), (X,, = 2), (W,, = 3). La formule des
probabilités totales montre que

3 3
pWnp1 = 0)= ZP(Wn =kNWp1=0)= Zp(Wn:j)(Wn+1 = 0)p(W,, = j)
=0 =0
1 1 1
= gp(Wn =0)+ gp(Wn =1)+ gp(Wn =2)

Justification des calculs de probabilités :
Pw,=0)(Wny1 =0) : les jetons A et B se trouvent dans l'urne Co a l'instant n et ils restent, a instant n + 1, dans

1
la méme urne, ce qui signifie que ’on pioche la lettre a donc pw, —o)(Wni1 = 0) = 3

Pwp=1)(Wny1 =0) : a linstant n, le jeton A est dans l'urne Cy et le jeton B se trouvent dans l'urne Cy puis, a

Uinstant n+ 1, les jetons A et B sont dans l'urne Cy, ce qui signifie que I’on pioche la lettre b donc pow, —1)(Wni1 =

1
0)=-.
) 3
Pw,=2)(Wny1 = 0) :a Uinstant n, le jeton A est dans I'urne Cy et le jeton B se trouvent dans 'urne Cy puis, a l'instant
1
n+ 1, les jetons A et B sont dans l'urne Cy, ce qui signifie que l’on pioche la lettre a donc paw, —2)(Wni1 =0) = 3

Pw,=3)(Wni1 =0) : les jetons A et B se trouvent dans l'urne Cy a linstant n et ils sont, a l'instant n + 1, dans

n=—

l'urne Cy ce qui est impossible donc pey, —3y (W1 =0) = 0.
Par le méme type de raisonnement (que je n’expliciterais pas), on obtient

1 1 1
pWpt1 = 1)= gp(Wn =0)+ gp(Wn =1)+ gp(Wn =3)
1 1 1
pWht1 = 2)= gp(Wn =0)+ gp(Wn =2)+ gp(Wn =3)
1 1 1
pWhy1 = 3)= gp(Wn =1)+ gp(Wn =2)+ gp(Wn =3)
L’égalité matricielle demandée est alors immédiate. Pour la derniére formule, on procéde par récurrence.
p(W,, =0) 1
p(W, =1) 0 . .
On pose X,, = (W, = 2) et en remarquant que Xg = 0 (puisque Wy = 0), il suffit de montrer que

X, = A" X,.
Initialisation n =0 : A°X, = I3Xy = Xy donc Xy = A°X,.
Héreédité : supposons que X, = A" X alors X,, ;1 = AX,, = AA" X, = A" X, ce qui achéve la récurrence.

3. (a) On procede par les opérations élémentaires sur les matrices

1 1 1 0 1 000 1 1 1 0 1 000 Pivot

-1 0 1 -1 0100 0 1 2 -1 1 100 Lo Lo+1L

-1 0 1 1 0010 o 1 2 1 1 010 L3 L3+1L;

1 -1 1 0 00 01 0 -2 0 0 -1 0 0 1 Lye— Ly—1L,
1 11 0 1 0 0 0 111 0 1 0 0 0
0 1 —1 1 1 00 pivot L0121 f11 00
000 2 0 -1 1 0 L3 L3—Lo 004 —2 |11 2 01 Lo
00 4 —2 1 2 01 Ly— L4+2L, 00 0 2 0 -1 1 0 3
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Cette derniére matrice est triangulaire et tous ces coeflicients diagonaux sont non nuls donc elle est inversible, ce
qui implique l'inversibilité de P

1110 1 0 00
- 0 2 4 0 2 1 10 Lo < 2Ly + Ly
00 40 1 1 11 Ly« Ly + Ly
00 0 2 0 -1 1 0 Pivot
4 4 0 0 3 -1 -1 —1 Ly 4L, — Ls
- 0200 1 0 -1 R
00 4 0 1 1 1 1 sz 273
000 2 0 -1 1 0
40 0 0 1 -1 -1 1
o o200 1 0 -1 :%;;Ll*ZM
00 40 11 1 1
000 2 0 -1 1
11 1 1 1
11 1 1 || Bk
1 000 1 1 1
o |01 oo 3 U0 g |2 ghe
0 010 1 1 1 1 1
- - == Ls — - L
000 1 4 4 4 1 3Ty
11 1
= = Ly =L
0 2 0 4 9 4
1 1 1 1
4 4 4 4
1 1 1 0 Loy o b 100 0
o laisse le lect irif 1 0 1 -1 2 21 [0 100
€ Larsse le Lecteur verivyier que 71 0 1 1 } 1 1 1 = 0 O 1 O
1 -1 1 0 4 4 4 4 000 1
11
0 -5 5 0
(b) Par calcul, on a
11 1 1
12 12 12 12 —3 0 0 0
1 1
g 0 0 -5 R
—1 6 6 —1
P A= 1 11 1 D=P AP = 3
- - - = 0 0 1 0
4 4 4 14 )
L1 0 0 0 -
0 —= = 0
6 6 3

(c) Montrons par récurrence que D™ = P~1A"P.
Initialisation n =0: D° = I35 et PA'P~1 = PI3P~! = PP~1 = I3 donc D° = PA°P~1,
Hérédité : supposons que D™ = PA"P~! et montrons que D"t! = pAr+ip—1

D"t =D"D = PA"P 'PAP™! = PA"AP~! = pA"tipT!
=I3

ce qui achéve la récurrence. Il est alors immédiat que A™ = PD"P~! et, par calcul, on obtient

_<_1
PD" =
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ce qui nous donne

An

(d) En explicitant I’égalité

ASARST SRS
|

W N = O
NN N

www.mathematiques.fr.st

1 n 1 n 1 n 1
1 —_— 21 = 1 - _9( = 1 (1L 1
() ) e () () e ()
o <_3> _QQB 1 <_3> +2§3> +1 —(—3> +1
i N N N (Y
3 3 3 3
Zg%ﬂ _ ;; = A" 8 étant acquise, on en déduit que
1 1I\N" 1/1\" 1 1 N 1/1\" 1
4<—3> +2<3) +4 p(Wn:0)24(_3> +2(3> +Z
1/ 1\" 1 1/ 1\ 1
4( 3) +Z - p(Wn=1) 4(3> JrZ
1/ 1\" 1 1/ 1\" 1
i(3) 3 v =2=-7(-3) +3
1 1 n 1 1 n 1 ) ) 4 . . N ,
4<_3> _2<3) +4 P(Wn:3):4(—3> —2(3> + =
3 n
3 3/(1 , 3
2 kW =h)=35 -5 (3) = lm E(X) =3
k=0
3 N .
1 9 /1 7
2 = = — = —_ = — —
ka(w"_k)_< 3) 2<3> *3
k=0
1 n 9 1 2n 5 5
2y 2 (_1\"_9/(1 5 ' _
E(W?) = (BE(W,)) (3) 4(3) +1 7 m VW) =7
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