PHEC1 Correction dm 7 2004-2005

correction de I’exercice 1
1. Loi de R = X2 +Y?: Pour déterminer I'univers de R, on utilise le tableau suivant

R=X’1Y? [ X=1]X=2][X=3
Y=1 2 5 10
Y =2 5 S 3 donc R(Q) = {2,5,8,10,13, 18}
Yy=3 10 13 18

En utilisant que les variables X et Y sont indépendantes, on a :

P(R=2)=P(X=1NY =1)=P(X = 1)P(Y =1) =
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P(R=18)=P(X =3NY =3) = P(X =3)P(Y =3) =

R(Q) = {2;5,8,10,13,18}
1 2 1 2 2 2

On procede de la méme fagon pour les cing autres variables (je ne détaillerais donc pas les calculs)
Loi de S= XY :

S=XY | X=1|X=2]|X=3

Y=1 1 2 3

Y =2 2 1 6 donc S(Q) = {1,2,3,4,6,9}
Y=3 3 6 9

PE=1)=P(X=1nY =1)=;

P(S=2)=PX=1NnY=2)+P(X=2NnY=1)=

Ol Ol

P(S=3)=PX=1NY =3)+P(X=3nY =1)=
P(5=4)=P(X:2OY:2):$
P(SZG):P(X=20Y=3)+P(X:SQY:2):%

P§=9)=P(X=30Y =3) =

S(Q) =1{1,2,3,4,6,9}
P(S:l):% P(S:2):§, P(S:3):§, P(S=4)=

LoideT=|X-Y]:

T=|X—-Y|[X=1]X=2]X=3
Y=1 0 1 2
v =9 1 0 1 donc T(Q2) = {0,1,2}
Y =3 2 1 0
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P(T:O):P(X:lﬂY:1)+P(X:2ﬂY:2)+P(X:3ﬂY:3):g
(X=2nY =3)+P

PIT=1)=PX=1NnY=2)+P(X=2NnY=1)+ (X:3mY:2):g

P
2
P(T=2)=P(X=1NY =3)+ P(X=3nY =1)= g

T(2) ={0,1,2}
P(T:O):g P(Tzl):g, P(T:2):§

. X
L01deU—?.
U=X/Y [X=1|X=2]|X=3
Y = 1 2 3 112 3
Y =2 1/2 1 3/2 donCU(Q)_{3’2’3’1’2’2’3}
Y =3 13 | 2/3 1
1 1
1 1
PU=3)=P(X=1nY=2)=
2 1
PU=Z)=P(X=2NnY =3)==
3 9
P(U:1):P(X:1ﬂY=1)+P(X:20Y:2)+P(X:30Y:3):g
3 1
P(U:2):P(X:2HY:1):$
1
P(U=3)=P(X=30Y =1)=

112 3
U(Q){3727331527273}

1 1 1 1 2 1 3 3 1 1 1
PU=2-)=-, PU=2-)=—-, PU=-)=-, PU=1)=_-, PU=2-)=—-, PU=2)=_-, PU=3)=—
(U=3)=5 PU=3)=5 PU=2)=g PU=1)=, PU=2)=5 PU=2)=3, PU=3)=;

Loi de V = max(X,Y) :
V=max(X,)Y) | X=1|X=2|X=3
Y=1 1 2 3
v =35 5 5 3 donc V() = {1,2,3}
Y =3 3 3 3
1
P(Vzl):P(leﬂYzl):§
P(V=2)=P(X=1nY =2+ P(X =2nY =1)+P(X =20Y =2) =

3
9
P

5
PV=3)=PX=1NnY=3)+P(X=2NY=3)+PX=3NnY=1)+ (X:imYz2)+P(X:3mY:2):§

V() ={1,2,3}
P(Vzl):% P(V:Q):g, p(vzg):g
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Loi de W = min(X,Y) :

W=mn(X,Y) | X=1] X=2| X =3
Y=1 1 1 1
v =35 1 5 5 donc V() = {1, 2,3}
Y =3 1 2 3

PW=1)=PX=1NY=1)4+PX=1NY=2)+PX=1NY=3)+P(X=2NnY=1)+P(X=3NnY=1)=

P(W:2):P(X:2ﬂY=2)+P(X:20Y:3)+P(X:3|’1Y:2):g

POV =3)=P(X =3nY =3) =

w(Q) ={1,2,3}
POV =1)=2 PW=2)=1 PW=3-=

2. Les variables R et T ne sont pas indépendantes puisque, d’une part, on a :
P(R=2NnT=1)=PM) =0
(en effet R = 2 signifieque X =1et Y =1donc T =|X — Y| =0# 1) et d’autre part, on a :

1

P(R=2)P(T =0) = o

3
X — =
9

Nel i

donc P(R=2NT =0)# P(R=2)P(T'=0)

correction de I’exercice 2
1. Loi de X : On a: X(92) = [0, 3] (on peut avoir entre 0 et 3 conteneurs endommagés) et

3 7
vk € [0, 3], P(X:k)zw
(6)
Justification du calcul : 'événement X = k signifie que le commercant a choisi k conteneurs parmi les 8 conteneurs
endommageés ((2) choiz) et il a donc choisi les 6 —k autres conteneurs parmi les 7 conteneurs non endommagés ((GZk)

choiz). Pour les cas possibles, il choisit 6 conteneurs parmi les 10 possibles ((160) choiz)
Espérance de X : par calcul direct, on a :

E(X) = 0xP(X=0)+1xP(X=1)+2x P(X =2)+3x P(X =3)
3\ ( 7 3\ ( 7 3\( 7
() ggq) Lo () 5272) 43 () 5?)73) _9
(6) (s) (6) °
Calcul de F(X?) : toujours par calcul direct, on a :
E(X?) = 0*’xPX=0+12xPX=1)+22xP(X=2)+3>xP(X =3)
3\ ( 7 3\ ( 7 3\ ( 7
_ () 5271) L4 () ngz) L 9x () 5273) _ 19
(6) (s) (g) 9
Variance de X : On en déduit immédiatement que :
_ B(X?) 219 90 14

Conclusion :

3 7
X =3 etk [0.5], Px—k=®low gy 9 Ly 1
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2. Le commercant paie 600 000 euros mais il récupeére 100 000 + 30 000 euros pour les X conteneurs endommagés donc

| Z = 600000 — 130 000 X |

On en déduit immédiatement que :

V'V (Z) = /9464000000 ~ 97 283

3. Le commercant paie en moyenne 546 000 euros pour avoir 6 x 10000 = 60 000 assiettes.

9
E(600000 — 130000X) = 600000 — 130 000E(X) = 600000 — 130 000 x 5= 366 000

14
V(600000 — 130000X) = (~130000)*V'(X) = (~130000)* x 5= = 9464000000

Puisqu’il il y a, en moyenne g conteneurs endommageés, le commercant a entre 9 x 500 = 900 et g x 1000 = 1800
assiettes endommagées donc il a entre 60 000 — 900 = 59 100 et 60000 — 1800 = 58 200 assiettes en bon état.

366 000
59100

366 000

58200 O

~ 6.19 euros et

29 euros

En moyenne, le cotlit unitaire d’une assiette non endommagée est compris entre

correction de I’exercice 3
1. Etude de X; :

On peut avoir la premiére boule rouge au premier (R), second (NR), troisitme (NNR), quatriéme

(NNNR) ou au cinquiéme (NNNNR) tirage mais pas aux tirages ultérieurs (puisqu’il n’y a pas remise) donc on a

X1(Q) =[1,5]
Pour calculer les différentes probabilités correspondantes, on utilise les événements éléments R; et Ny, ce qui nous
donne
3
P(X;=1) = PR)= =
4 3 2
P(X1=2) = P(NlﬂRQ):P(Nl)PNl(RQ)Z?XEZ?
4 3 3 6
P(Xlzg) = P(N1 mN2mR3):P(NI)PNI(N2)PN]HN2(R3):?Xéxgzg
4 3 2 3 3
P(X1:4) = P(Nl mNgﬂNgﬂR4):P(Nl)PNl(NQ)PNlmNQ(Ng)PNlmNQQNS(R4):? Xg X gx Zzg
P(X1=5) = P(NiNN2NN3NNyNRy) = P(N1)Pn, (N2) Pnyan, (N3) Py ananns (Na) Py, ananvsnng (Rs)

4
7

3

X
6

2

X
)

1

1 X

3 1

X = —
3 35

Justification du calcul de P(X1 = 2) (les autres étant semblables) : Il y a 8 boules rouges et 4 boules noires dans l’urne

(donc 'wrne contient 7

boules) en tout donc P(Ny)

4
= Ensuite, Pn,(N3) signifie que l'on a pioché 1 boule noire dans

lurne, donc l'urne contient maintenant 6 boules dont 8 boules noires et 8 boules rouges (puisqu’il n’y a pas remise), ce

qui implique que la pro

babilité d’obtenir une noire au second tirage est 5

5
Remarque : on vérifie aisément que > P(X; =k) =1
k=1

Un calcul direct nous fournit les valeurs de I’espérance et de la variance de X3

[$28

BE(X1) = k_lkP(X1=k)=1X§+2x§+3><365+4><§’5+5><315:2
E[(x1)7] = kileP(Xl—k)—12><i+22><§+32x?i+42x;5+52x315_256
V(X)) = B0 - B =F -2 =]
X1(2) =[1,5]
P<X1=1>=§ P(X1=2)=% 1’3(X1=i’>)=;¥5 P(X1:4):335 P(X, = 5) %
E(X)) =2 V(Xl):g
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Etude de X, : la seconde boule rouge peut apparaitre au second (RR), troisitme (NRR), quatriéme (NNRR),
cinquieme (NNNRR) ou sixiéme (NNNNRR) tirage mais pas aux tirages ultérieurs (puisqu’il n’y a pas remise), ni au
premier tirage (pour avoir une deuxiéme rouge, il en faut une premiere !). Les événements donnés pour les différents
tirages sont des exemples, mais il en existe d’autres. On en déduit que X5(Q2) = [[2, 6]

Les calculs de probabiltés étant similaires & ceux menés pour X7, nous ne détaillerons pas les calculs et, afin de ne pas
alourdir inutilement les calculs, on notera désormais NR au lieu de Ny N Ry, etc.

1
P(X;=2) = P(RR)=:
4 8
P(Xy=3) = P(NRR)+P(RNR)=2x o= =
3 9
P(Xy=4) = P(NNRR)+P(NRNR)+P(RNNR)=3x — = —
2 8
P(Xy=5) = P(NNNRR)+P(NNRNR)+ P(NRNNR)+ P(RNNNR) =4 x o = o
1 1
P(X;=6) = P(NNNNRR)+P(NNNENR)+P(NNRNNR)+ P(NRNNNR)+ P(RNNNNR) =5 x = = =
6
Remarque : on vérifie aisément que Y, P(Xa=k) =1
k=2
Un calcul direct nous fournit les valeurs de I'espérance et de la variance de X3
: 1 8 9 8 1
E(Xy) = kP(Xo=k)=2X=-43X —44X —4+5x —4+6x=-=4
(X2) kZZQ (Xo = k) =2x 7 +3x ot dx go #5x g+ 67
> 1 8 9 8 1 8
E[(X2)?* = BPP(Xo=k)=2"x - +3* X — +4> X —+5° x —+6°x - = —
[(X2)’] ; (Na=h) =2 X 2 48X g T X g ¥ X s F 6 x 7 =5
88 8
V(X2) = EBl(X2)’] - [B(X2)) = 5~ 4= 5
X5(2) = [2,6]
P(X —2)—1 P(X —3)—i P(X —4)—g P(X —5)—§ P(X —6)—1
2TY Ty T3 2 35 2TV SR
8
B(X2)=4 V(X2 =:

Etude de X3 : la troisiéme boule rouge peut apparaitre au troisitme (RRR), quatrieme (NRRR), cinquiéme (NNRRR),
sixitme (NNNRRR) ou septieme (NNNNRRR) tirage. Les événements donnés pour les différents tirages sont des
exemples, mais il en existe d’autres. On en déduit que X3(2) = [3,7]

Les calculs de probabiltés étant similaires & ceux menés pour X7, nous ne détaillerons pas les calculs et, afin de ne pas
alourdir inutilement les calculs, on notera désormais NR au lieu de N7 N Rs, etc.

1
P(X3=3) = P(RRR)= 3=
1 3
P(X3=4) = P(NRRR)+ P(RNRR)+ P(RRNR) =3 x == 3
P(X3=5) = P(NNRRR)+ P(NRNRR)+ P(NRRNR) + P(RNNRR) + P(RNRNR) + P(RRNNR)
= 06X i = E
- 35 35
P(X3=6) = P(NNNRRR)+ P(NNRNRR)+ P(NRNNRR)+ P(RNNNRR) + P(NNRRNR) + P(NRNRNR)
+P(RNNRNR) + P(INRRNNR) + P(RNRNNR) + P(RRNNNR)
= 10 x i = E
- 35 35
1 15
P(X3=7 = 15x —=—
(X3 =7) “35 7~ 35

1
Pour le dernier, j’ai la flemme car il y a 15 événements, chacun de probabilité 35 En effet, on doit choisir 2 places

parmi les 6 premiéres pour placer les rouges donc (g) = 15 possibilités)

7
Remarque : on vérifie aisément que > P(X3=k) =1
k=3
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Un calcul direct nous fournit les valeurs de I’espérance et de la variance de X;

6
3 6 10 15
E(X = kPX—k—3—4—5—6—7—6
(%) sz (X2 =) =8 gg H X gy F X gy O g T 55
5
1 3 6 10 15 186
E[(X5)?] = PXo=k)=32x — 442X — 452X — 462X — 4+ T x — = —
[(X2)?] Z 2 B9 o+ A X e b BT X o 6T X e T =
186 6
V(X)) = El(Xo)] - B = o0 62 =
X3(Q) = [3,7]
1 3 6 10 15
P(Xs=3)=— PXs3=4)=—- PXs=5)=— PXs=6)=— PX3=7)=_—
(Xs=3)=g PXs=4) =5 PXs=5=5 PAs=6)=5 PX=7)=
6
B(Xs)=6  V(X5)=3
2. (a) E(Zl) = E(X2 - Xl) = E(XQ) - E(Xl) =4-2=2
E(Zs) = E(X3 — X5) = E(X3) — B(X2) =6 —4=2
(b) Loi de Z; : Pour déterminer Z;(£2), on utilise classiquement un tableau
Z1=Xo0-Xh) | Xhi=1 | Xh=2|X;7=3|X1=4| X1=5
Xy =2 1 0 -1 -2 -3
Xo=3 2 1 0 -1 -2
Xy =4 3 2 1 0 -1
Xo=5 4 3 2 1 0
Xo=6 5 4 3 2 1

A priori, on peut dire que Z; () = [—3, 5]. Néanmoins, puisque la seconde boule rouge ne peut étre obtenu avant
la premiére, on ne peut avoir Xo < X; donc toutes les valeurs négatives, au sens large, de Z; sont impossibles

donc Z1(2) =

Calculons maintenant les probabilités correspondantes :

[1,5] et il est évident que toutes ses valeurs sont possibles.

On remarquera, pour commencer, que 1’événement (X; =

1) N (X = j), lorsque @ < j, signifie que l'on obtient la premieére boule rouge au tirage numéro ¢ et la seconde
boule rouge est obtenue au numéro j et donc tous les autres tirages précédents le numéro j et différent du numéro

1 fournissent des

boules noires.

Le calcul de ses événements ayant été effectué lors de la recherche des loi de X7, X5 et X3, on a :

P(Zi=1) = PX1=1NX2=2)+P(X;=2NnX3=3)+P(X;:=3NnXy=4)+P(X;=4NnXy=5)
+P(X; =5NXy =6)
= P(RR)+ P(NRR)+ P(NNRR)+ P(NNNRR) + PINNNNRR) = 1+i+3+3+i7E
N 7 35 35 35 35 35
P(Z,=2) = PX1=1NXy=3)+P(X;=2NXy=4)+P(X; =3NX,=5)
+P (X1 =4NX5 =06)
= P(RNR)+ P(NRNR)+ P(NNRNR)+ P(NNNRNR) = i+i 3+i 10
N 35 ' 35 35 35 35
P(Z1=3) = P(X;=1NXo=4)+P(X;=2NXy=5)+P(X; =3NX, =6)
3 2 1 6
= P(RNNR)+ P(NRNNR)+ P(NNRNNR) = — 4+ — 4+ — = —
( )+ 2 )+ 2 )= 35+35+35 35
P(Zy=4) = P(X;=1NXy=5)+P(X;=2NXy=6)=P(RNNNR)+ P(NRNNNR)
2,13
35 35 35
P(Z,=5) = P(X;=1NnX;=6)=P(RNNNNR)= —
5
Remarque : on constate que Y, P(Zy =k) = 1.
k=1
Z1(Q) = [1,5]
15 10 6 3 1
PZi=1)=— P4 =2=— P(Z=3)=— PZ=4)=— PZ,=5=—
(% )35 (%) )35 (13)35 (%1 )35 (15)35
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Loi de Z5 : Pour déterminer Z5(2), on utilise classiquement un tableau

Zo=X3—Xo | Xo=2 | Xo=3 | Xo=4 | Xo=5] Xo =
X; =3 1 0 1 ) -3
X; =4 2 1 0 1 ;)
X;=5 3 2 1 0 -1
X; =6 1 3 2 1 0
Xy =7 5 1 3 2 1

A priori, on peut dire que Z3(2) = [—3, 5]. Néanmoins, puisque la troisiéme boule rouge ne peut étre obtenu avant
la deuxiéme, on ne peut avoir X3 < Xo donc toutes les valeurs négatives, au sens large, de Zs sont impossibles
donc Z2(Q) = [[1,5] et il est évident que toutes ses valeurs sont possibles.

Calculons maintenant les probabilités correspondantes :

P(Zy=1) = P(Xs=2NX3=3)+P(Xa=3NX5=4)+P(Xs=4N X5 =5)+ P(Xs =50 X3 = 6)
YP(Xa=6NX3=7)
= P(X3 =2)P(x,=2)(X3 = 3) + P(X2 = 3)P(x,=3)(X3 = 4) + P(X2 = 4) P, =) (X35 = 5)
+P (X2 =5) Pix,—5) (X3 =6) + P (X2 = 6) Px,—¢) (X3 =7)
it s 19 18 111 5
7T 5 3 4 3 3 35 2 7 1 35
P(Zy=2) = P(X2=2NX3=4)4+P(X2=3NX35=5)+P(Xo=4NX3=6)+P(Xo=5NX3="7)
P(Xy = 2)P(x,=2)(X3 = 4) + P(X2 = 3)P(x,=3)(X3 = 5) + P(X2 = 4)P(x,-4)(X3 = 6)
+P (X2 =5) Px,—5 (X3=17)
N B R
7 5 4 35 4 3 35 3 2 35 2 1 35
P(Zy=3) = P(X2=2N0X3=5)+P(X2=3NX3=06)+P(Xo=4NX3=7)
= P(X3 =2)P(x,=2)(X3 =5) + P(X2 = 3)Px,=3)(X3 = 6) + P(X2 = 4) Px,=0) (X5 =T)

o AV SV LV K BV B SV Vv B )
T 5473 35 47372 35 37271 35

P(Zy=4) = P(Xy=2NX3=6)+P(X;=3NX3="7)=P(X2=2)Px,-2 (X3 =06)
+P (X2 =3) Px,—3) (X3=17)
O AV S VI LIV K SR AV . &
T 5747372 35 4737271 35
1 4 3 2 1 1 1
P(Zy = = P(Xo=2NXa=T7)=P(Xo=DP v on(Xa=T)=-X|ox2xx_x=|=—
(Z2 =5) (X NX3=17) (X2 =2)P(x,=2)(X3=17) 7><[5><4><3><2><1 =

5
Remarque : on constate que > P(Zy =k) = 1.
k=1

N’ayant guére envie de taper la justification compléte de tous les calculs, je vais détaillé le calcul
de la probabilité conditionnelle P x,_3)(X3 = 6) : La seconde boule rouge est obtenue au tirage numéro 3,
donc une boule rouge a été obtenu aux deux premiers tirages ainsi qu’une boule noire. Ainsi, 3 boules ont été
piochées dont 2 rouges et 1 noire, ce qui implique que l'urne contient désormais 7-3=4 boules dont 3 boules noires
et 1 boule rouge. Pour que la troisiéme boule rouge soit piochée au tirage numéro 6, il faut piocher successivement

3 2 1
deux boules noires puis une boule rouge donc P(X2:3)(X3:6)= 1 X 3 X 3
—~ = =~
N N R
Z5(2) = [1,5]
15 10 6 3 1
PZy=1)=— PZy=2)=— P(Zy=3)=— P(Zy=4)=— P(Zy=5)=—
(Ze=l =5 PL=2=5 PLh=3=5 Ph=4=5 PZL=5=5

Je laisse le soin au lecteur de vérifier directement que E(Z;) = E(Z3) = 2.
De facon étonnante, les variables Z; et Z3 suivent la méme loi. Est-ce un hasard ? Nous verrons un jour.

La variable Z; (resp. Zs) représente le temps d’attente nécessaire pour obtenir le seconde (resp. troisiéme) boule
rouge aprés l'obtention de la premieére (deuxiéme) boule rouge
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