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correction de I’exercice 1

1.

www.mathematiques.fr.st

(a)
(b)

(c)

La fonction f est C! sur R (c’est un polynéme) et Vo € R,  f/(z) = 322+5 >0
donc la fonction f est strictement croissante sur R.

Pour commencer, on a : 2° + 5z —1 =0« f(z) = 0.

La fonction f est continue et strictement croissante sur R donc elle réalise une

bijection de R sur f(R) = R (puisque lil}_l f(x) = 400 et lim f(x) =
lim 2® = —o00). Comme 0 € R (autrement dit f(R)), Péquation f(z) = 0

Tr——00

admet une et une seule solution sur R (existence et unicité de antécédent sur
R de 0 par f). Par conséquent, I'’équation x® + 5z — 1 = 0 admet une unique
solution sur R.

1
On compare les images f(0), f(a) et f(i) On a :
f(a) =0, (« est solution de ’équation f(x) = 0),

1
De facon évidente, on a : f(0) < f(a) < f(§) et puisque f est bijective et

1
strictement croissante sur R, on en déduit que 0 < o < 5

1
Pour commencer, on a : (E,) < f(z) = —. D’aprés la question 1.b) la fonc-
n

tion f réalise une bijection de R sur R et comme Vn > 1, — € R (autrement

1
dit f(R)), Péquation f(x) = — admet une et une seule solution sur R (exis-
1
tence et unicté de 'antécédent sur R de — par f). Par conséquent, I’équation
n

1
2% 4+ 52 — 1 = = admet une unique solution sur R.
n

On compare les images. On a :

1 1
. est solution de 'équati — 1) et flomp) = ——
(v, est solution de I’équation f(x) n) et flant1) ]

1

ap) = —

flan) =+

De fagon évidente, on a: Vn >0, f(an+1) < f(an) et puisque f est bijective

et strictement croissante sur R, on en déduit que : Vn > 0, ap41 < o, donc
la suite ()., est décroissante

On compare les images : On a :

1

fla)=0 et flan) =~

De fagon évidente, on a : ¥n >0, f(a) < f(a,) et puisque f est bijective et
strictement croissante sur R, on en déduit que : Vvn > 0, o < ay,.

La suite (o), est décroissante et minorée par o donc, d’aprés le théoréme de
convergence monotone, elle est convergente.

Pour tout entier n > 1, on a :

1 s 1
n)— — n 5n_1:*
flam) n@(a)—&-a -

Si L désigne la limite de la suite (ou,)n, en passant a la limite dans 1’égalité
précédente, on obtient :
LP+5L-1=0

Ainsi L est solution de ’équation f(z) = 0 et, d’apres la question 1.b), 'unique
solution de cette équation est o donc L = « et la suite («, ), converge donc
Vers o.

Pour tout entier n > 0, on introduit la fonction f,, définie par :

Ve e Ry, folx)=2a"+5zx—1

Cette fonction est de classe C! sur R, et sa dérivée est donnée par :

Vn>0, VzeR,, f(z)=nz""14+5>0

La fonction f,, est continue et strictement croissante sur R donc elle réalise une
bijection de Ry sur f(R4) = [—1, 40| (puisque lirf f(z) = 400). Comme
T—T00

0 € [-1, 4+o0[, équation f,(z) = 0 admet une et une seule solution sur R (ex-
istence et unicité de I'antécédent sur Ry de 0 par f)). Par conséquent, I’équation
z" + bx — 1 = 0 admet une unique solution sur R.

Calcul de 3 : B, est I'unique solution positive de
(Eg): 2’ +52—-1=0&5x=0c2=0
donc S, =0

Calcul de (5, : 5, est 'unique solution positive de

1
(El):a:1+5x—1:0<:>6x:1<:>x:6

donc B =
Calcul de 3, : 55 est 'unique solution positive de

-5+ 29
2

| =

(By):2?+5z—-1=0&x=
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donc B4 = 5%\/79

(c’est la seule solution positive)

(¢) On compare les images par f,. On a :

1 1., 1 _ 1 n
fn(o) = -1 fn(g):(g) +5(g>_1_(5) )
fa(B,) = 0 (B, estsolution de f,(z) =0)

1
De fagon évidente, on a: Vn >0, f,(0) < fu(8,,) < fn(g) et puisque f,, est

bijective et strictement croissante sur Ry, on en déduit que :

Vn>0, 0<8,<

1
L’inégalité précédente montre que : ¥n > 0, 0 < (6,)" < (g)" Puisque

1
lirf (g)” = 0 (suite géomeétrique de raison appartenant a |—1, 1[), le théoréme
n—-—1+0o0o

d’encadrement s’applique, ce qui montre que : liIE (8,,)" = 0.
n—-1+:0oo

(e) Le réel 3, vérifie 'équation

Puisque 1irJIrl (8,)" = 0, on en déduit que 1irJIrl (1 =58, = 0 donc
1
I =
Jm B =

(f) i. On étudie le signe de la différence f,+1(z) — fn(z) lorsque z €]0,1] :

fn+1(x)_fn(x)

="M 5r—1—(2"+5x—1) = 2" T —g" = \xf_/(a:\—’_ﬁg) <0
>0 <0
donc Vz €]0,1[, foyi1(x) < fu(x).

ii. En évaluant cette inégalité en « = §,, €]0,1[, on obtient f,+1(8,) <
fn(B,,). Puisque f,, est solution de l’¢quation f,(z) = 0, on en déduit
que fr(8,,) =0 donc f,41(8,,) <O0.

ili. Puisque f3,,,; est solution de I'équation f,41(x) = 0, on en déduit que
fn+1(5n+1) =0.

Nous savons que fni1(8,41) = 0 et for1(B,) < 0 donc fry1(B,) <
f’n-‘rl(ﬁn-i-l)'
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iv. La fonction f,+1 étant strictement croissante et bijective sur [0, 1],
I'inégalité précédente implique que §, < f3,,; donc la suite (5,), est
strictement croissante.

correction de I’exercice 2
1. On introduit I’événement

A : " le fumeur peut allumer sa cigarette avec les 4 allumettes "

L’événement contraire A est défini par

A : " le fumeur n’allume pas sa cigarette avec les 4 allumettes "

Autrement dit, A se réalise si et seulement chaque allumette s’éteint avant qu’il
puisse allumer sa cigarette, avec une probabilité p pour chaque allumette. Par con-
séquent, 'extinction de chaque allumette étant indépendante des autres, on en déduit
que

PA)=p*=P(A)=1-PA)=1-p*

2. Pour commencer X (Q2) = [0, 4] et

Vk € [0,4], P(X =k)= (2);;’“(1 _p)ik

Justification du calcul :

On choisit k allumettes, parmi les 4 disponibles, qui vont s’éteindre ((i) choiz),
chacune de ces allumettes va permettre au fumeur d’allumer sa cigarette (probabilité
p pour chacune donc p* pour les k), et les 4 — k autres ne vont pas permettre au
fumeur d’allumer sa cigarette (pour chaque allumette, une probabilité p donc une
probabilité p*=* pour les 4 — k)

3. Calcul de E(X) :

4
> kP(z = k)

k=0
= 1x4(1 —-p)p* +2x6(1 —p)*p* +3 x 4(1 —p)’p+4(1 — p)*
4—4dp=4(1-p)
Calcul de E(X?) :

E(X)

(en développant brutalement)

EX) = 24: E*P(X = k)
k=0

= 1x4(1—p)p® +4 x6(1 —p)*p* +9 x 4(1 — p)*p + 16(1 — p)*

12p? — 28p 4 16 (en développant brutalement)
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Calcul de V(X)) :
V(X)=E(X?) - [E(X)]”=12p" — 28p+ 16 — [4(1 — p)]* = 4p — 4p° = 4p(1 — p)

correction de 1’exercice 3
1. Puisque n > 7, on a n — 4 > 3 donc 'urne contient au moins 3 boules noires. Par
conséquent, on peut 0,1,2,3 boules noires (donc 3,2,1,0 boules rouges).
Ainsi X (£2) = [0, 3] et
4y (n—4
()
(5)

Vk € [0,3], P(X=Fk)=

Justification du calcul :
Pour choisir 3 boules sans remise parmi les 44 (n—4) = n boules disponibles, il y a
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(g) choix. Pour les cas favorables, on doit choisir k boules rouges parmi les 4 ((:)

choix) et on doit choisir les 3 — k restantes parmi les n — 4 noires ((SL::) choizx)

. Puisque n > 9, on an —4 > 5 donc 'urne contient au moins 5 boules noires. Par

conséquent, on peut obtenir 1,2,3,4,5 boules noires (donc 4,3,2,1,0 boules rouges)
X (92) =[0,4] et

4\ (n—4

() (5=2)

Vk e 0,4], P(X =k)= =
(5)

Justification du calcul :

Pour choisir 5 boules sans remise parmi les 4+ (n—4) = n boules disponibles, il y a

(?) choix. Pour les cas favorables, on doit choisir k boules rouges parmi les 4 ((2)

choix) et on doit choisir les 5 — k restantes parmi les n — 4 noires ((g:é) choix)
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