PHEC1 Correction devoir 5 2004-2005

correction de I’exercice 1
1. Etude globale :

La fonction z +— 1 4z est C! sur | — 1, +00[ (c’est un polynéme) et 1 +z > 0 sur | — 1, +oo[ donc z +— In(1 + ) est
Cl sur | — 1, +o0[ (car In es C1)

On en déduit que la fonction z — z — In(1 + z) est C! sur | — 1, +o0|.

La fonction z — z (le dénominateur) est C! sur | — 1, +o0].

Pour tout = €] — 1,400[\{0}, x # 0 (le dénominateur ne s’annule pas)

—In(1
e-In(l+z) est C1 sur | — 1, +0o[\{0} et
x

donc la fonction z —

’la fonction f est bien C! sur ] — 1, +00[\{0} ‘

Etude locale de la continuité en 0 :
On effectue un développement limité de In(1 + x) & 'ordre 2 au voisinage de 0, ce qui nous donne

2 2 2

_ — (- 2y) = T 2y o ¥
z—In(1+ ) =T (z 5 +o(z ))w—>0 5 +o(z )IL‘—>O 5
22
Par conséquent, on obtient que f(x) ~ 2 = g et puisque lirr%)g = 0, on en déduit que lirr%) f(z) =0= f(0) donc
la fonction f est continue en 0. La fonction f est continue sur | — 1, +00[\{0} (car elle y est C*) et en 0 donc
’1& fonction f est continue sur | — 1, —|—oo[‘

Etude du caractére C! de la fonction f en 0 :
Classiquement, on applique le théoréme de prolongement continue de la dérivée et la seule hypothése qui n’est pas
vérifiée est 'exercice de lin%J f/(z). Pour commencer, on a

T—

1 T
(1- e —(zr—In(l+2z)) ———In(l+2)
Vo el — 1,400, fl(z) = l+z - —1+z =
z—(l+z)In(l+2x)
1+x ~r—(I+z)In(l+x)
N x? N 22(1+4x)

Pour obtenir un équivalent du numérateur, on effectue un développement limité a I’ordre 2 de celui-ci en 0

2 1 2
z—(Q+2)n(l+z)=z—1+2)(@ - =) +0(z?) = —=2? + o(z?) ~ —2
2 2 z—0 2
22
donc f'(z) ~ 2 __ et comme lim ——— = 1 on a lim f'(x) = 1
1
Par conséquent, la fonction f est continue sur | — 1, +o0[, C* sur | — 1, +oo[\{0} et 111% fl(x) = -5 donc
. ) , 1
la fonction f est C' sur | — 1,400 et f/(0) = —3
Pour finir, la dérivée de f sur | — 1, +o0o[ est donnée par

z—(1+2)In(1+2)
f/(CE) — :EQ(l -1i-£L‘)

six €] —1,4+00[\{0}

—_ 1 =0
2 S1X

1
et ’équation de la tangente est y = f/(0)(z — 0) + f(0) = —5

2. La fonction z +— g(x) = —x + (1 + @) In (z + 1) est de classe C! sur ] — 1, +o0| et

Vz €] —1,+00[, ¢'(z)=—In(1+2)
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Ainsi ¢'(z) >0 & In(l+2) <0 1+x < e’ =14 x <0, ce qui nous donne le tableau de variation de g

x -1 0 +00
g'(z) - +
g(x) N\ /
0
donc la fonction  — —z 4 (1 4+ 2)In (z 4 1) est positive sur | — 1, —|—oo[‘

Une droite est horizontale si et seulement si son coefficient directeur est nul, donc la tangente & C est un point d’abscisse

1
a est horizontale si et seulement si f'(a) = 0. Puisque f/(0) = ) # 0, on a nécessairement a # 0, ce qui nous donne :

(I1+a)Iln(l+a)
a*(1+a)

f'(a)zO@a_ =0sa—(1+a)ln(l1+a)=0=gla)=0a=0

(d’apres le tableau de variation précédent), ce qui est absurde car on a montré que a # 0.

’ Par conséquent, le graphe Cy n’admet aucune tangente horizontale. ‘

3. D’apres la question précédente, on a :

x —1 0 400
g(z) + +
72 + +
(1+) + +
f(z + +
/!

0
f(z) /
La fonction f est négative sur | — 1,0[, positive sur ]0, +oo[ et elle s’annule uniquement en z = 0‘

4. Asymptote en —1 :

x —In(1+ ) _ y—1—(00)

Puisque £ — —17, In(1 + 2) — —o0, 2 +— —1 donc  lim oo ( = —oo").
r——1* €T -1
’La droite verticale x = —1 est asymptote & C; au point d’abscisse —1 ‘

5. Asymptote en +oco : En utilisant les régles de calcul de limites par addition, etc., on aboutit & la forme indéterminée
00
—. Pour la lever, on dispose de deux méthodes :

00
Premieére méthode : on effectue le changement de variable X =1+ x < x = X — 1. Lorsque z — +o00, X — +00 et

l'on a : o
— =
1 hmx, _ 1 /X
r—m(l+2) X-1-mx XO0-5-—) "~X|X ,
T X -1 1 - 1 X 0o
X(1- =  —
(1-%) X

donc lim f(z)=1et ’la droite y = 1 est asymptote a C; en +oo. ‘

r——400

Deuxiéme méthode : on recherche directement un équivalent de f(x). Pour cela, il faut factoriser le terme dominant
dans le logarithme, ce qui nous donne

1 1 1
z-ln(l+a) | Wite  WEOFDN et e) e WD)
x B x B x B x B x x
. . Inx . 1 ) 1 e . .
Ensuite, lim — = lim —=0et lim In(l1+4 —) =0, on en déduit aisément que lim f(z)=1
r——+oco I r——400 I r— 400 €T xr——+00

6. Voici le graphe de f et, en pointillé, ses asymptotes en —1 et en +00
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correction de I’exercice 2
1. Etude globale :

1

La fonction z — (1 + —)Inz est C* sur R} (par somme et produit de fonctions C') donc la fonction
x

1+1/z

1
zr—expl(l+ —)lnz] ==z
x

est O sur Rfr (car exp est C! sur R), ce qui montre que

; 4 Ol o X
la fonction f est C* sur R7Y.

Etude de la continuité en 0 :

. . S . 1 Inz . Inxzx . 1
Puisque — — 400, on aisément ’équivalent suivant : (1+ —)lnxz ~ —et lim — = — lim — = —oco (car
1 T z—0t 1 x T—+00 T z—0t T z—0t T
ne . . .
—= < 0 lorsque z est proche de 0) donc lim (1+ ~)Ilnz = —co. Comme lim eX =0, on en déduit que
x z—0 T ——00

lim f(z) = lirgl+ exp[(1 + %) Inz] =0= f(0)

z—0t

ce qui démontre que f est continue en 0 et puiqu’elle est continue sur Rj_ (car elle y est C1), on en déduit que

’ f est continue sur R ‘

Etude de la dérivabilité en 0 : On considére le taux d’accroissement de f en 0 en x # 0.

flx) = f(0) _ a™*Vr

Inx

= gl/z — il 0
z—0 T v exp( T ) xj()Jr
1 — f(0
(car lim 2T _oeteX - 0) donc lim M =0, ce qui implique que
z—0t T X——00 r—0t z—0

’la fonction f est dérivable en 0 et f/(0) =0 ‘

2. Justification de l’inégalité V2 >0, lnz <z +1:
On consideére la fonction g(z) = Inz — (1 + ). Elle est clairement C! sur |0, +oo[ et sa dérivée est

1 l1—2
/
= — — 1 =
g(z) =~ .
On en déduit son tableau de variation sur [0, +o0]
x 0 1 +00

-z + —

z + +

g'(x) + -

0
g(x) / N
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Calcul de f'(z) pour = >0 :

F/(@) = [(14+ ) Ina] expl(1 + ) Ina] = [ o+ + —oJexp[(14+ ) Ina] = o T2 o1 4 1) ina]

T

D’apres l'inégalité Vo > 0, Inz < x4+ 1, on en déduit que

’w:>0 f(x >0‘

La fonction f est C*! sur ]0, +oc[ donc la fonction f est strictement croissante sur ]0, +oo[ (et méme sur [0, +00|).

1 1
3. Puisque lim (1+ =) =0et que hm Inz = 400, on en déduit que hm (14 =)Inz = 400 donc, étant donné que
x

r——+00 X r——+00 Tr——+00

X

lim e
X ——+o0

Etude de asymptote en +o0 :
Etude de lim M :

r—+00 I

=400, 0na: ”1i1_~1[1 f(z) =+o0

1+1/e 1 1 1
On a Vx > 0, f@) - exp(ﬂ). Puisque l'on a lim BT lim - =0et limeX = 1, on en
x xT xT r—+o0 I r—+00 I X—0

déduit que lim M =1

r— 400 xT
Etude de hrf f(z) —

1
flx)—z=a"* — g =g/ -1) = x(exp(—nx) —1).
x
1 |
Recherchons un équivalent de exp(ﬁ) — 1. Comme liI_P aT_ 0, on effectue le changement de variable X = T
x z—to0 I x
In 1
Lorsque £ — +00, X — 0 et eXflxw X donc exp( )71 ~ 2T
-0 T—+00 T

lnx
On en déduit alors immédiatement que f(x)—z ~ xx— =Inz. Puisque hm Inz =+o0,ona lim f(z)—z=
xr——400 €T r— 400 r——400
+00 et

’ la courbe C¢ admet en +oo une branche parabolique de direction y = z. ‘

Remarque : Si l’on utilise le DLy(0) de expx, on obtient

B Inz Inz 1 Inz, Inz . 1 (Inz)? (Inz)?
Flo) = afexp(") — 1) =l + 20 Ly o (BT — g gy Lo (0D o )
1 In z)? In z)?
donc f(z) — (z+1nzx) oloo 3 X ( nxx) et comme zEﬂI}m 3 X ( nxz) = zgr_’r_loo o= +00, on obtient que mgﬂr_loof(x) -

(x+Inx)=0.
Ainsi, la courbe d’équation y = x + Inx est asymptote (au sens primitif de la définition d’une asymptote) & Cj.

4. L’équation de la tangente T est donnée par y = f/(1)(x — 1) + f(1) et comme

f() = 12=1let f/(1)= %Xp[(l%-%)lnl]:

lona: (T):y:?(xfl)Jrl:szl‘

En noire : C¢, En rouge et en pointillé fin ; la tangente 7" En vert et en "gros points": la branche parabolique y = x.
En Sienne et en "cercles", la véritable asymptote y =z + Inx

0 125 25 3.75 5

Graphe de f.
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