PHEC1 Correction devoir & la maison 4 2004-2005

correction de ’exercice 1
1. L’événement Ay se réalise si et seulement la secretaire a contacté k correspondants et elle n’a pas réussit a contacter
les 3 — k autres. On introduit 1’événement :

C}, ¢ " réussir & contacter le k°™¢ correspondant "

Par exemple, 1'événement Cy est 'événement " réussir & contacter le 2'¢™¢ correspondant ". Les événements Cj, sont
mutuellement indépendants.
Premiére méthode :

e L’événement Ay s’écrit Ag = C1 N Cy N C5 donc

. — = 4 64
p(Ao) = p(C1 N C2N C3) = p(C1)p(C2)p(Cs) = (5)3 = 195 — 0512
e L’événement A; s'écrit A; = (C1NC2NC3)U(C1NCyNC3)U(C;NCyNC3). L'union précédente étant disjointe,
on a donc

p(A1) = p(C1NCyNC3)+p(CiNCyNC3)+p(CyNCyNCy)

p(C1)p(C2)p(Cs) + p(C1)p(C2)p(C3) + p(Cr)p(C2)p(C3)
1,4y 1a4, 1,4, 1,4, 48
(BME+@MET +(MET =3(2) (5 = o = 038
e L’é¢vénement A, s'écrit Ay = (C1NCyNC3)U(C1NCyNC3)U(C;NCyNC3). L'union précédente étant disjointe,
on a donc

p(42) = p(CiNCyaNC3)+p(CiNCyNC3)+p(CrNCyNC3)

p(C1)p(C2)p(Cs) + p(C1)p(C2)p(Cs) + p(C1)p(C2)p(Cs)
=GP PG+ G =3);) = g =009

e L’événement As s’écrit Ag = C1 N Cy N C5 donce

p(As) = p(C NG 11 C) = p(CLB(CIP(C) = (5)° = 15z = 0.008

Par conséquent, la secrétaire a : - 51,2 % de chance d’obtenir aucun correspondant
- 38,4 % de chance d’obtenir un correspondant
- 9,6 % de chance d’obtenir deux correspondants
- 0,8 % de chance d’obtenir trois correspondants

Deuxiéme méthode (a connaitre) : Puisque la réussite de contact d’un correspondant est indépendant de la
réussite de contact de tout autre correspondant, on choisit k£ correspondants parmi les 3 possibles ((2) choix), la

1
probabilité de contacter ces k correspondants vaut (g)k et la probabilité de ne pas contacter les 3 — k autres vaut
4
—)* donc
)

Vk € [0,3], P(A) = (i)(é)’“(g)”,

ce qui nous donne

P(Ag) = (8)(%)0(%)3_0 = (g)‘n’, P(Ay) = (?)(%)1(3)3—1 _ 3(%)1%)2,
1.4 1

P(2) = ()(5)2(5)772 =3()%(5)' P(4s)

(3)(5)3(3)3‘3 = (5)3

2. (a) La probabilité conditionnelle Py4,(B;) signifie que I'événement " la secretaire a obtenu 7 correspondants a la
premiére série d’appels " est réalisé et que I'on souhaite que la secrétaire obtiennent j correspondants lors des
deux séries d’appels.

Pour commencer, on remarque que la secrétaire ne peut avoir contactée strictement plus de contacts & la premiére
série d’appels qu’a la fin des deux séries d’appels donc les probabilités conditionnelles suivantes sont nulles.

Pa,(Bo) = Pa,(Bo) = Pay(Bo) = Pa,(B1) = Pa,(B1) = Pas(B2) =0

n

Il reste donc " seulement " dix probabilités conditionnelles & calculer.
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o P4,(Bo) : La secrétaire a contacté aucun correspondant lors de la premiere série d’appels et elle ne réussit
a contacter aucun de ces trois correspondants a la fin des deux séries d’appels. Autrement dit, la secrétaire
rappelle les trois correspondants et elle ne réussit & contacter aucun des trois correspondants rappelés donc

4. 64
By) = (2)* = ——= =0.512
PA, ( 0) ( 5) 125

e P4,(B1) : la secrétaire a contacté aucun correspondant lors de la premiére série d’appels et elle réussit
a contacter un de ces trois correspondants & la fin des deux séries d’appels. Autrement dit, la secrétaire
rappelle les trois correspondants et elle réussit & contacter un des trois correspondants rappelés. Pour cela,
on choisit un des trois correspondants appelés a la seconde série d’appels ((‘;’) choix), la probabilité que ce

1
correspondant soit contacté vaut 3 et la probabilité que les deux autres correspondants ne soient pas contactés

4
vaut (3)2 donc

3)1 4 48

Pa,(B1) = (1 (3)(3)2 = o5 = 0.384

e pa, (B1) : la secrétaire a contacté un correspondant lors de la premiére série d’appels et elle réussit a contacter
un des trois correspondants & la fin des deux séries d’appels. Autrement dit, la secrétaire rappelle deux
correspondants (ceux qui non pas été contactés lors de a premiére série d’appels) et elle ne réussit a contacter
aucun des ces deux correspondants rappelés donc

4 16
By)=(2) === =0.64
pa(B) = (5)° = o

® p4,(B2) : la secrétaire a contacté aucun correspondant lors de la premiére série d’appels et elle réussit a
contacter deux de ces trois correspondants & la fin des deux séries d’appels. Autrement dit, elle rappelle les
trois correspondants et elle réussit & contacter deux des trois correspondants rappelés. Pour cela, on choisit
deux des trois correspondants appelés & la seconde série d’appels ((g) choix), la probabilité que ces deux

. ) 1., e , . )
correspondants soient contactés vaut (5) et la probabilité que I'autre correspondant ne soit pas contacté

4
vaut (5) donc

3\ 1,4 12
By) = =)*(2) = — = 0.096
panlB) = (3) 573 = 13
e pa, (Bs) : lasecrétaire a contacté un correspondant lors de la premiére série d’appels et elle réussit a contacter
deux de ces trois correspondants a la fin des deux séries d’appels. Autrement dit, la secrétaire rappelle deux
correspondants (ceux qui n’ont pas été contactés lors de la premiere série d’appels) et elle réussit a contacter
un de ces deux correspondants rappelés. Pour cela, on choisit un des deux correspondants appelés a la seconde

série d’appels ((f) choix), la probabilité que ce correspondant soit contacté vaut 3 et la probabilité que 'autre

. , 4
correspondant ne soit pas contacté vaut (5) donc

2\ 1 8
By) = “)=)==—=0.32
i) = ()53 = 5
® p4,(B2) : la secrétaire a contacté deux correspondants lors de la premiére série d’appels et elle réussit a
contacter deux de ces trois correspondants a la fin des deux séries d’appels. Autrement dit, la secrétaire
rappelle un correspondant (celui qui n’a pas été contacté lors de la premieére série d’appels) et elle ne réussit
pas a le contacter donc

4
pa,(Ba) = 5= 0.8

e p4,(Bs) : La secrétaire a contacté aucun correspondant lors de la premiére série d’appels et elle réussit a
contacter ces trois correspondants a la fin des deux séries d’appels. Autrement dit, la secrétaire rappelle les
trois correspondants et elle réussit a contacter les trois correspondants rappelés donc

1 1
Bs) = (2)* = —— =0.008

e pa, (Bs) : la secrétaire a contacté un correspondant lors de la premiére série d’appels et elle réussit a contacter
ces trois correspondants & la fin des deux séries d’appels. Autrement dit, la secrétaire rappelle deux corre-
spondants (ceux qui n’ont pas été contactés lors de la premiére série d’appels) et elle réussit a les contacter
tous les deux donc

1 1
pa,(Bs) = (5)2 =55 = 0.04
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e pa,(Bs) : la secrétaire a contacté deux correspondants lors de la premiére série d’appels et elle réussit a
contacter ces trois correspondants & la fin des deux séries d’appels. Autrement dit, la secrétaire rappelle le
correspondant non contacté lors de la premiére série d’appels et elle réussit a le contacter donc

1
® pa,(Bs) : la secrétaire a contacté les trois correspondants lors de la premiére série d’appels et elle réussit a
contacter ces trois correspondants a la fin des deux séries d’appels. Autrement dit, la secrétaire ne rappelle
aucun des correspondant et elle ne réussit pas a le contacter personne lors de la deuxiéme série d’appel. Cet
événement se réalisant toujours, on a donc

PA; (B3) =1

Le tableau suivant résume les valeurs des 16 probabilités calculées :

Pa(B) | j=0 | j=1]j=2]j=3
i=0 | 64/125 | 48/125 | 12/125 | 1/125
i=1 0 16/25 | 8/25 | 1/25
i=2 0 0 475 | 1/5
i=3 0 0 0 I

(b) L’obtention du nombre total de correspondants contactés lors des deux séries d’appels par la sécrétaire dépend
fortement du nombre de correspondants contactés par la secrétaire lors de la premiére série d’appel. On intro-
duit alors naturellement le systéme complet d’événements (Ag, A1, Az, A3) et la formule des probabilités totales
s’applique, ce qui nous donne :

e Calcul de P(By) :

p(Bo) = p(AQ n Bo) +p(A1 n Bo) +p(A2 n BO) +p(A3 n Bo)
= p(Ao)pa,(Bo) + p(A1)pa, (Bo) + p(A2)pa,(Bo) + p(As)pas(Bo)
=0 =0 =0

64 64 4096
= 195 X135 ~ 1p625 0202

] La secrétaire a environ 26,2 % de chance de contacter aucun des trois correspondants en deux séries d’appels \
e Calcul de P(B,) :

p(Bl) = p(AoﬂBl)-‘rp(Al ﬂBl)-i-p(AzﬁBl)-i-p(AgﬁBl)
= p(Ao)pa,(B1) + p(A1)pa, (B1) + p(A2)pa, (B1) + p(As)pa, (B1)
=0 =0

64 48 48 16 6912
T A RV N L YT
125 “ 125 T 125 X35 15605 237

La secrétaire a environ 44,2 % de chance de contacter un des trois correspondants en deux séries d’appels

e Calcul de P(Bs) :

p(B2) = p(AgN Bs)+p(A1 N Bs) + p(Az N By) + p(As N Bs)
p(Ao)pa, (B2) + p(A1)pa, (B2) + p(A2)pa, (B2) + p(A3)pa, (B2)
——

=0
64 12 48 8 12 4 3888
125 %125 125 <25 125 <5 15625 21883

’ La secrétaire a environ 24,9 % de chance de contacter aucun des trois correspondants en deux séries d’appels ‘

e Calcul de P(Bj) :

p(B3) = p(ApN Bs)+p(A; N Bs) + p(A; N Bs) + p(As N Bs)
= p(Ao)pa,(B3z) + p(Ar)pa, (Bz) + p(Az)pa,(Bs) + p(Asz)pa,(Bs)
64 1 48 1 12 1 1 729
= 125 %105 T 135 25 T 1o5 X5 T 15 XL T 156z 040 656

] La secrétaire a environ 4,7 % de chance de contacter aucun des trois correspondants en deux séries d’appels \
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correction de I’exercice 2

1. L’événement Ay se réalise si et seulement si le joueur obtient & numéros gagnants et les 2 — k autres numéros obtenus
sont non gagnants. Autrement dit, puisque les tirages sont sans remise, pour les cas possibles, il choisit 2 cartes parmi
les 10 disponibles ((120) choix) et pour les cas favorables, il doit choisir k¥ numeéros gagnant parmi les 2 numéros gagnants

possibles ((i) choix) et il choisit 2 — k numéros possibles parmi les 10-2=8 numéros non gagnants ((zf k) choix), ce qui

nous donne

VEk € [0,2],

ce que l'on peut expliciter sous la forme
p(Ao)
p(A1)

p(Asz)

p(Ak) = %5)0
(?))(S’é‘)fo) - % =0.622+ 1073
@)((13)81) - g =0.356 + 1073
@)(53;2) - % =0.022£107°

Au premier tirage, le joueur a donc environ :

- 62,2 % de chance d’obtenir aucun des deux numéros gagnants,
- 35,2 % de chance d’obtenir un des deux numéros gagnants
- 2,2 % de chance d’obtenir les deux numéros gagnants

. L’obtention des boules au second tirage dépend fortement du nombre de numéros gagnants et non gagnants au premier

tirage. On introduit alors le systéme complet d’événements (Ag, A1, As). La formule des probabilités totales appliquées

a ce systéme complet d’événements nous donne :

VEk € [0,2], p(Bi) = p(Ao N Bk) + p(A1 N By) 4 p(Az N By)
Nous allons maintenant expliciter ces différentes probabilités.

e Calcul de p(By) :

www.mathematiques.fr.st

p(Bo) p(Ao N By) + p(A1 N Bo) + p(A2 N By)

p(Ao)pa, (Bo) + p(A1)pa, (Bo) + p(A2)pa,(Bo)

28 () 16 (5

X 222 4 —x 22— x]

BUE BT B
s y
= &5 0.508 £+ 10

Justification du calcul des probabilités conditionnelles :
Py, (Bo) : il s’agit de la probabilité que le joueur obtienne aucun numéro gagnant au second tirage sachant qu’il
n’a obtenu aucun numéro gagnant au second tirage, c’est-a-dire qu’a la fin du premier tirage, le meneur de jeu
enléve les deux numéros non gagnants obtenus par le joueur, il retire également deux autres numéros non gagnants
puis le joueur pioche au second tirage deux numéros parmi les siz numéros restants dont 4 sont non gagnants et
2 sont gagnants et il doit obtenir deux numéros non gagnants. Par conséquent, pour les cas possibles, le joueur
choisit 2 numéros parmi les 6 disponibles ((g) choix) et pour les cas favorables, il doit choisir 2 numéros non
()

2

6
Py, (Bo) : il s’agit de la probabilité que le joueur obtienne aucun numéro gagnant au sgilnd tirage sachant qu’il
n’a obtenu aucun numéro gagnant au premier tirage, c’est-a-dire qu’a la fin du premier tirage, le meneur de jeu
enléve les deux numéros non gagnants obtenus par le joueur, il retire également deux autres numéros non gagnants
puis le joueur pioche au second tirage deux numéros parmi les siz numéros restants dont 4 sont non gagnants et
2 sont gagnants et il doit obtenir deux numéros non gagnants. Par conséquent, pour les cas possibles, le joueur
choisit 2 numéros parmi les 6 disponibles ((g) choix) et pour les cas favorables, il doit choisir 2 numéros non
()

gagnants parmi les 5 numéros non gagnants présents au second tirage d’ot Pa,(Bg) = 2=

(=)
Py, (Bo) : il s’agit de la probabilité que le joueur obtienne aucun numéro gagnant au second tirage sachant qu’il a
obtenu les deux numéros gagnants au premier tirage, c’est-a-dire qu’a la fin du premier tirage, le meneur de jeu
enléve les deux numéros gagnants obtenus par le joueur, il retire également deuzr autres numéros non gagnants
puis le joueur pioche au second tirage deux numéros parmi les six numéros restants qui sont tous perdants. Par

conséquent, il est certain que le joueur ne pioche aucune numéro gagnant au second tirage et l'on a Pa,(By) =1

8

gagnants parmi les 4 numéros non gagnants présents au second tirage d’ot Pa,(Bo) =
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e Calcul de p(By) :

p(Bl) p(AoﬂB1)+p(A1 ﬂBl)—Fp(Ag ﬂBl)
=0

= p(Ao)pa,(B1) + p(A1)pa, (B1)

28 (D) 16 )

B B0

304

= =0.450+1073
675

Justification du calcul des probabilités conditionnelles :

Py, (B1) : il s’agit de la probabilité que le joueur obtienne un numéro gagnant au second tirage sachant qu’il n’a
obtenu aucun numéro gagnant au premier tirage, c’est-a-dire qu’a la fin du premier tirage, le meneur de jeu enléve
les deux numéros non gagnants obtenus par le joueur, il retire également deux autres numéros non gagnants puis
le joueur pioche au second tirage deur numéros parmi les six numéros restants dont 4 sont non gagnants et 2 sont
gagnants et il doit obtenir un numéro non gagnant et un numéro gagant. Par conséquent, pour les cas possibles,
le joueur choisit 2 numéros parmi les 6 disponibles ((g) choiz) et pour les cas favorables, il doit choisir 1 numéro

gagnant parmi les deux numéros gagnants présents au second tirage ((?) choiz) et il doit choisir 1 numéro non

gagnant parmi les 4 numéros non gagnants présents au second tirage ((411) choix) d’ot Py, (B1) = (6)
2

Py, (B1) : il s’agit de la probabilité que le joueur obtienne un numéro gagnant au second tirage sachant qu’il n’a
obtenu un numéro gagnant au premier tirage, c’est-a-dire qu’a la fin du premier tirage, le meneur de jeu enléve
les deuz cartes obtenus par le joueur dont une est gagnante et ’autre est non gagnante, il retire également deux
autres cartes non gagnantes puis le joueur pioche au second tirage deux cartes parmi les six cartes restantes dont
5 sont non gagnantes et 1 est gagnante et il doit obtenir une carte non gagnante et une carte gagante. Par
conséquent, pour les cas possibles, le joueur choisit 2 cartes parmi les 6 disponibles ((g) choiz) et pour les cas
favorables, il doit choisir 1 carte gagnante parmi la seule carte gagnante présente au second tirage ((}) choiz) et
il doit choisir 1 carte non gagnante parmi les 5 cartes non gagnantes présentent au second tirage ((‘;’) choix) d’ou
1y (5
PA1 (Bl) _ (1)6(1)
p(AaNBy) : i?s’agz't de la probabilité que le joueur obtienne un numéro gagnant au second tirage et qu’il obtienne
les deux numéros gagnants au premier tirage. Cet événement est impossible car s’il obtient les deuxr numéros
gagnants au premier tirage, au second tirage il ne peut piocher que parmi des numéros non gagnants donc il ne
peut obtenir un numéro gagnant au second tirage (les pioches sont sans remise) donc p(A2 N By) =0

Calcul de p(Bs) :

p(B2) = p(AoN Ba) +p(A1 N Bz) + p(A2 N Ba) = p(Ag)pa, (B2)
=0 =0
28 (3 28 3
= —Xx-2=—=0.042+1
57 (%) " 615 0-0 0

Justification du calcul des probabilités conditionnelles :

Py, (B2) : il s’agit de la probabilité que le joueur obtienne deux numéros gagnants au second tirage sachant qu’il
n’a obtenu aucun numéro gagnant au premier tirage, c’est-a-dire qu’a la fin du premier tirage, le meneur de jeu
enléve les deux numéros non gagnants obtenus par le joueur, il retire également deux autres numéros non gagnants
puis le joueur proche au second tirage deux numéros parmi les six numéros restants dont 4 sont non gagnants et
2 sont gagnants et il doit obtenir deux numéros gagnants. Par conséquent, pour les cas possibles, le joueur choisit
2 numéros parmi les 6 disponibles ((g) choiz) et pour les cas favorables, il doit choisir 2 numéros gagnants parmsi
2

les deux numéros gagnants présents au second tirage (@) choiz) d’ots Pa,(Bs) = %
p(A1 N By) : il s’agit de la probabilité que le joueur obtienne deux numéros gagnfmts au second tirage et qu’il
obtienne un numéro gagnant au premier tirage. Cet événement est impossible car s’il obtient un numéro gagnant
au premier tirage, au second tirage il ne peut ptocher que parmi 5 numéros non gagnants et 1 numéro gagnant donc
il ne peut obtenir deuxr numéros gagnants au second tirage (les pioches sont sans remise) donc p(A; N By) =0
p(Aa N By) : il s’agit de la probabilité que le joueur obtienne deux numéros gagnants au second tirage et qu’il
obtienne deux numéros gagnants au premier tirage. Cet événement est impossible car s’il obtient les deux numéros
gagnants au premier tirage, au second tirage il ne peut piocher que parmi 6 numéros non gagnants donc il ne peut
obtenir deux numéros gagnants au second tirage donc p(As N Bs) =0
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Au second tirage, le joueur a donc environ : - 50,8 % de chance d’obtenir aucun des deux numéros gagnants,
- 45,0 % de chance d’obtenir un des deux numéros gagnants
- 4,2 % de chance d’obtenir les deux numéros gagnants

3. On a 2,2 % de chance d’obtenir les deux numéros gagnants avec la stratégie A (piocher deux numéros et s’arréter) et
on a 4,2 % de chance d’obtenir les deux numéros avec la stratégie B (piocher deux numeéros, retirer deux numéros non
gagnants puis repiocher deux numéros) donc

correction de I’exercice 3

1.

(a)

(b)

’ la stratégie B est la meilleure. ‘

P({PB1)) = p(P)Pp(B1) = 5 x % _ %

(puisque lobtention de Pile fait que l'on pioche dans l'urne Uy)

Puisque les urnes ne contiennent que des boules noires ou blanches, I’événement By, est également ’événement "
obtenir une boule noire dans 'urne Uy, ", les résultats possibles de ’épreuve £ sont :

{PBl}a {PE}a {PBZ}a {PE}a {FBl}a {PiBl}a {PBQ}a {PiBQ}

Le protocole de pioche de la boule dépend du résultat de la piece, ce qui nous fait considérer le systéme complet
d’événements (P, P), ou P est ’événement " on obtient pile avec la piece ". La formule des probabilités totales
nous donne :

p(41) = p(PNA)+pPnA)=p{PBi})+p{PBs2}) = p(P)pp(B1) + p(P)ps(Bs2)

p(B) = (PN By +p(PN By = p({PB}) = ¢
=0

Justification des calculs de probabilités :

p(PNAy) : L'événement P N Ay se réalise si et seulement on obtient Pile au lancer de piéce et que la boule
blanche est dans l'urne Uy a la fin de Uexpérience & donc on doit piocher dans l'urne Uy (Pile de la piéce) et
on doit piocher une boule noire dans cette urne (sinon, la pioche d’une boule blanche implique que l’on doit la
changer d’urne donc elle est dans l'urne Us a la fin de expérience, par contre, si l’'on pioche une boule noire, la
boule blanche ne change pas d’urne). Par conséquent, on a bien PN A; = {PB1}.

pp(By) : on a obtenu Pile, donc on pioche dans l'urne Uy, qui contient actuellement 1 boule blanche et deux

— 2
boules noires, et l'on doit piocher une boule noire donc pp(B1) = 3"

5(372) : On a obtenu Face au lancer de la piéce, donc on pioche dans l'urne Us, qui ne contient actuellement

que des boules noires, et l’on doit obtenir une boule noire ce qui arrive toujours (c’est ’événement certain) donc
pp(B2) =1

p(P N By) : L'événement PN DB se réalise si et seulement on obtient Pile au lancer de piéce et que la boule blanche
est dans l'urne Uy & la fin de Uexpérience € donc on doit piocher dans 'wrne Uy (Pile de la piéce) et on doit
piocher la boule blanche dans cette urne (sinon, la pioche d’une boule noire implique que l’on ne va pas changer
d’urne la boule blanche donc elle reste dans l'urne Uy a la fin de 'expérience, par contre, si l’on pioche la boule
blanche, elle change nécessaire d’urne et a lissue de lexpérience, elle se trouve dans l'urne Us) Par conséquent,
on a bien PN By = {PB;}

p(P N By) : Lévénement PN By se réalise si et seulement on obtient Face au lancer de piéce et que la boule
blanche est dans l'urne Us a la fin de Uexpérience € donc on doit piocher dans 'urne Uy (Face de la piéce) et on
doit piocher la boule blanche dans l'urne Us alors que la boule blanche se trouve dans l'urne Uy donc ’événement
PN By est impossible et p(PN By) =0

P4, (Apt1) : 11 s’agit de la probabilité conditionnelle que la boule blanche soit dans I'urne U; a Vinstant ¢ = n+1
sachant qu’elle est dans I'urne U; a l'instant ¢t = n.

instant t = n instant t=n+1

1B 1B

2N 2N £ 2N 2N
[N

U1 UQ U1 U2
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Par conséquent, si la boule blanche est dans I'urne U; a Uinstant n, pour qu’elle soit dans 'urne U; & l'instant
t =n+ 1, il est nécessaire et suffisant

que la piéce fournisse Pile (donc on pioche dans Uy) et que ’on pioche une boule noire dans 'urne Uy (qui contient
1 blanche et 2 noires)

ou

que la piece fournisse Face (donc on pioche dans I'urne Us) et que 1'on pioche une boule noire dans 'urne U, (qui
contient donc 2 noires),

c’est-a-dire que l'on a la réalisation de I'événement {PB;} U {PBy} donc

P, (Any1) = p({PB1}) + p({PB:})

P({PB,} U{PBy}) = = p(P)pp(B1) + p(P)pp(B1)

2 1.2 5

1
2%31T3%37%

Pp, (Ap41) @ 1l s’agit de la probabilité conditionnelle que la boule blanche soit dans I'urne U; & linstant ¢ = n+1
sachant qu’elle est dans 'urne Us a l'instant ¢t = n.

instant t = n instant t =n +1
1B 1B
2N 2N 2N 2N
(SN
U; Us Uy U,

Par conséquent, si la boule blanche est dans 'urne Us a I'instant n, pour qu’elle soit dans I'urne U; & l'instant
t = n+ 1, il est nécessaire et suffisant que la piece fournisse Face (donc on pioche dans Us) et que I'on pioche
la boule blanche dans l'urne Us (qui contient 1 blanche et 2 noires), c’est-a-dire que l'on a la réalisation de
I'événement {PB,} donc

Pp,(Ant1) = P({PB:})=p(P)pp(Ba)
1

I\D\r—l’t

)=
1
"6

w

Py, (Bnt1) : 1l S’agit de la probabilité conditionnelle que la boule blanche soit dans I'urne Us a Uinstant ¢ = n+ 1
sachant qu’elle est dans I'urne U; a l'instant ¢t = n.

instant t = n instant t=n+1
1B 1B
2N 2N 2N 2N
U1 UQ U1 U2

Par conséquent, si la boule blanche est dans I'urne U; a Uinstant n, pour qu’elle soit dans 'urne U, & l'instant
t = n+1, il est nécessaire et suffisant que la piéce fournisse Pile (donc on pioche dans U;) et que ’on pioche la boule
blanche dans 'urne U; (qui contient 1 blanche et 2 noires), c’est-a-dire que 'on a la réalisation de 1’événement

{PB;} donc

1

PUPB}) =

Pp, (Bpt1) @ Il s’agit de la probabilité conditionnelle que la boule blanche soit dans I'urne Us & linstant ¢ = n+ 1
sachant qu’elle est dans 'urne Us & l'instant ¢t = n.

PAn (Bn+1) =

www.mathematiques.fr.st

instant t = n instant t =n +1
1B 1B
2N 2N 2N 2N
(SN
Uq U, Uy U,

Par conséquent, si la boule blanche est dans 'urne Us & l'instant n, pour qu’elle soit dans 'urne U, a l'instant
t =n + 1, il est nécessaire et suffisant

que la piece fournisse Pile (donc on pioche dans U;) et que I'on pioche une boule noire dans 'urne U (qui contient
2 noires)

ou
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que la piece fournisse Face (donc on pioche dans 'urne Us) et que 1'on pioche une boule noire dans 'urne Us (qui
contient donc 1 blanche et 2 noires), o
c’est-a-dire que 'on a la réalisation de 'événement {PB;} U {PB2} donc

Pp,(Buy1) = P({PBi}U{PBy}) = p({PB1}) + p({PBz}) = p(P)pp(B1) + p(P)pp(Br)
1 2 1 2 5
- 3%3T3%37%

La position de la boule blanche dépend de la position de la boule blanche & l'instant précédent et du résultat du
lancer de piece. Etant donné que la position de la piéce a I'instant précédent est antérieure au résultat de la piéce,
on choisit comme systéme complet d’événements (4,,, B,) et non (P, P).

En outre, le sujet mentionne que le calcul des quatres probabilités conditionnelles P4, (An+t1), Ps, (An+1),
Py, (Bnt1) et Pp, (Bny1) donc le sujet suggere que le systéme complet & considérer est (A, By).

La formule des probabilités totales nous donne

(1) P(Ans) = P(An 0 Aus) + p(Ba 0 Aus) = plADA, (Anst) + DB, (Anis) = 2p(A0) + 5p(Bn)

1 5
(2) : p(B'rH-l) - P(An N Bn-i—l) +p(Bn N B7l+1) - ]7(14'n)pz4n (B7L+1) +p(Bn)an (Bn-i-l) = ép(ArL) + ép(Bn)

Puisque le systéme (A, B,,) est complet, on a P(A,,) + P(B,) = 1.
La formule (1) combinée au fait que p(B,) = 1 — p(4,) nous donne

) 1 2 1

P(Ans1) = gp(An) + 6(1 —p(4n)) = gp(An) + 6

De meéme la formule (2) combinée au fait que p(A,) =1 — p(B,) nous donne

2 1
-p(Bn) + =

5
20(B,) =
p()3 5

PBais) = 50— p(Ba) + -

Les suites (p(An))n=0 et (p(Bn))n=0 sont arithmético-géométriques. Pour explicitation de p(A,,), on recherche
la constante L vérifiant

2 1 1 1 1

L="Lt-e:L=-ol=-

3 +6<:>3 6<:> 2

1

on introduit alors la suite u définie par Vn > 1, wu, = p(4,) — 7 On a
1 2 1 1 2 1 2 1 2
n = An - 5= 5 An ST 5 5 An_fzf An_fzfn
Unt1 = P(Ans1) = 5 = 5p(An) + 5 = 5 = 5p(An) = 3 = 3(p(An) = 5) = u

2
Par conséquent, la suite u est géométrique de raison 3 donc

2 1 2 1 1 2 1 1 1
v>07 n:*n An_izin A _ An:* “\n 1— = An:* ~(2\n
w20 = (5w @ () - 5 = G plde) - 5| @ a4 = 5+ B [1- 5| @ ptn = 5+ 50)
(puisque p(Ap) est la probabilité que la boule blanche soit dans I'urne U; a issue de zéro répétition de &, c’est-
a~dire que la boule blanche soit dans I'urne U; au départ)

Les calculs pour la suite (p(B,))n>0 étant absolument identique, on a

vn =0, p(Bn)= % + (%)" {P(Bo) - ;] = % + (g)” {0 -~ ﬂ =

1 1,2,

PREIEY

(puisque p(By) est la probabilité que la boule blanche soit dans 'urne Us & lissue de zéro répétition de &,
c’est-a-dire que la boule blanche soit dans 'urne Us au départ)

www.mathematiques.fr.st 8 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

