PHEC1 Correction devoir & la maison 1 2004-2005

correction de I’exercice 1
Calcul de A, :

Ly
"1\ 1 1 1 1 1 1 1,1- )" 1 1
A, = = Y 143 2y — (2)2(1 Y Iyn—2 _ (1)2 3 -0 n—1
>~ (5) =GP+ G G =GR e (2 = (P = gl - ()
p=2 1—(5)
Calcul de B, :
n+1 k n+1 5k n+1
2 2k 1 1 2 1[,2 2. 2 1 2 2 2
Bn — —_— —_—— = — 7]627 73 7'3 N 77L+1 :7.73 1 71 e 777’72
ng ng 2-522.3) =% [(3) +(E)7 A+ (3) (37 |1+ (5) -+ (5)
k=3 k=3 k=3
2
1_(7)n—1
1 2, 3 12, 2., 8 2.1
= —.(5)° =GP -G == (1=
G B [N
3
Calcul de Oy :
N
n n n N N
Cy = > (5x2"+2x3™) 522 +2Z 9" =5[242%+- 42 +2[9+ 9%+ +9V]
n=1 n= 17(32)n732n
_ Ly .y gN-1 Ly N1 Zqgx 122 1—-9o% N N _
= 5x2[1+2 4+ 42V 42 x 91490+ + 97T =10 x — +18x 55 = 102" — 1)+ 7(9% - 1)

Calcul de Dy, :

2k

n+1 n n
n=3 p
_ p2k—2 4
= 6% 6% 1461 et 62 3} —64%:%[6%_2—1] :% 622 _ 1]

correction de ’exercice 2 9 1
On constate que la suite u est arithmético-géométrique puisque Vn € N, u,11 = —u, + —. Nous allons alors expliciter u,,

3 3
2 1 1 1
en fonction de n selon la méthode classique. Soit L € R tel que L = gL + 3 & gL =3 < L=1.
On consideére la suite v définie par Vn € N, v, = u, — 1. On a alors
2 1 2 2 2 2
n = Un *1:771 7*1:7n*7:7 nilzfn-
Vn eN, v,41 =Upt1 U +3 FlUn— 3 3(u ) 3V

2
On en déduit que la suite v est géométrique de raison 3 donc

2 2 2
vneN, v, = (g)"vo Su, —1= (g)"(uo -Heu, =1+ (g)”(uo -1)

ce qui permet d’écrire:

Z Z 1- ()
3 R E) R

k=0 k=0

correction de 1’exercice 3
On constate que la suite u est récurrente linéaire du second ordre a coefficients constants. Nous allons alors expliciter u,, en
fonction de n.

2
La suite v admet comme polynéme caractéristique 3z? — 5z + 2 dont les racines sont 3 et 1. Par conséquent, il existe deux

constantes réelles a et 3 telle que
2 2
VneN, u,= a(g)" +Ax1" = a(g)" + 3.
Pour déterminer « et (3, il suffit d’utiliser les conditions initiales.

2
a(5)0+ B =uo a+f=2 a-1F5=2 a=-3
% < gO{—f—B:?) Lg«—i—Ll —gazl ¢>{

oz(g)1 +8=u
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2
donc Vn €N, wu, = —3(5)” +5.
2004 2004 9 2004 9 2004 9 9 9
— k _ k _ 2 3 2004
Z’U,k = 2{3(3) +5}3Z(3) +Z53<(3) +(§) +~~~+(§) >+5(20042+1)
k=2 k=2 k=2 k=2
2 2 2 g 1=
= 321+ )+ 4+ (5)292) 4 5%x2003=—-x —3 110015
3 3 3 3 12
3
= —4(1- (%)2003) + 6015 = 6011 + 4(%)2003
correction de 1’exercice 4
11 k+1  k k+l-k 1
ko k+1 k(k+1) k(k+1) k(k+1)  k(k+1)
12 1 (k+D(k+2)  2k(k+2) k(k+1)
ko k+1 k+2  kk+1)(k+2) k(k+DEk+2)  k(k+1)(k+2)
(k+1)(k+2)—2k(k+2)+k(k+1) k*+3k+2—2k>—4k+k? +k
B k(k+1)(k+2) B k(k+1)(k+2)
2
kE(k+1)(k+2)
doncomaien L _1(1__2 1
oRe oA e T Dk +2) 2\ kr1 o kt2
o3 03 1 (A Dk+(k+3) k(4 2)(k+3) 3k(k + 1)(k + 3)
k' k+1 k+2 k+3  kk+DE+2)(k+3) kE+D(k+2)(k+3)  k(k+1)(k+2)(k+3)
_ k(k+1)(k+2)
k(k+1)(k+2)(k +3)
(k4 1)(k +2)(k+3) — 3k(k + 2)(k + 3) + 3k(k + 1)(k + 3) — k(k + 1)(k + 2)
N k(k+1)(k+2)(k + 3)
kP +6k?+ 11k + 6 — 3k® — 15k — 18k + 3k® + 12k? + 9k — k® — 3k? — 2k
N k(k+1)(k+2)(k+3)
6
k(k+1)(k+2)(k+3)’
, 1 (o3 8 1
A e e ey )k +2)(k+3) 6\k k+1 k+2 k+3)

1 1 1
1. En utilsant - — =
n utilsan quek Fl Rkt 1)

,on a

n 1 n 1 1 n 1 n 1 n 1 n+1 1 n 1 n+1 1
Sl L L g D DL SLE SE
k=1 k(k + 1) k=1 k k+1 k=1 k k=1 k+1 k=1 k Jj=2 J k=1 k k=2 k
—— N——
j=k+1 on renomme j en k

Or k prend les valeurs 1, dans la premiére somme et les valeurs , n + 1 pour la seconde. On

constate alors que les deux sommes ont comme indices communs tous les entiers compris entre 2 et n. On applique
alors la relation de Chasles pour chaque somme

n n n+1 n

1 1 1 1 1

- = 1 _ = —_
25 L lp et —
k=1 1/k=1 quand k=1 k=2 k=2 k=2 ——

ce qui nous donne

donc S, =1— .
n+1
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2. En utilsant 1 L(1 2 + !
. n 1 1 _— = — e - n
WA At ek T D+ 2)  2\k k41 ky2)M?
- 1 1~ (1 2 1 /1 2 1
T, = — == - ) e 2T, = S .
= Ymmmern e o) e =X (et )
n 1 n n 1 n 1 n+1 1 n+2 1 n 1 n+1 n+2
N N e AP s R D DE R DA B Zk + Zk
k=1 k=1 k=1 k=1 =2 i=3 k=1
—— R/—/ R;—/
j=k+1 i=k+2 on renomme j en kK on renomme % en k

Or k prend les valeurs 1, 2,’ 3,

n—2,n—1, n‘ dans la premiére somme, les valeurs 2, , n + 1 pour la

seconde et les valeurs |3,4,5,...,n|,n + 1,n + 2 pour la troisiéme. On constate alors que les trois sommes ont comme

indices communs tous les entiers compris entre 3 et n. On applique alors la relation

de Chasles pour chaque somme

n n n+1 n
1 1 1 1 1 1 1
— = 1 z - i - il
25 R S TR ; 3 Tt 1
k=1 1/k=1 quand k=1 ~~ k=3 k=2 ~~ k=3 N——
1/k=1/2 quand k=2 1/k=1/2 quand k=2 1/k=1/(n+1) quand k=n+1
n+2 n
1 1 1 1
Z ko Z T n+1 + n -+ 2
k=3 k=3 —_—— ——
1/k=1/(n+1) quand k=n+1 1/k=1/(n+2) quand k=n+2
ce qui nous donne
1 &1 1 &1 1 "1 1 1
2 k:?)k 2 k:sk n+1 ngkn—!—l n+2
G | | 2 | 1 1 1 1 1
= 14+ = ——1-2 - — — =z -
Jr2JFZI<; Zk’ n+1+zkz+n+1 n+2 2 n+1 n+2
k=3 k=3 k=3
1 1 1
d T, =-— .
one 1 2m+D) 212
3. En utilsant que 1 = 1 l — 3 + 3 — 1 on a
' Pk DE+2)k+3) 6\k k+1 k+t2 Ek+3)
- 1 1 1 3 1 " /1 3 3 1
R, = — — — 6R, = - — —
;k(k+1)(k’+2 k+3) 62(/@ k+1 k+2 k+3>@ ;(k: k+1+k+2 k+3)
n 1 n n n n 1 n+1 n+2 n+3 1
(en utilisant les changements de variables j = k+1, ¢ = k+2, h = k+ 3 puis en renommant tous les nouvelles variables

en k).
Or k prend les valeurs

n—3,n—2,n—1,n‘

) ) )

dans la premiére somme, les valeurs

2,3,]4,5...,n—2,n—1,n\,n+1

pour la seconde, les valeurs

3,’4,5,6,...,7171,71

4,5,6,7,...n|n+1n+2n+3

On constate alors que les quatres sommes ont comme

pour la troisiéme et les valeurs

pour la quatriéme somme.
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compris entre 4 et n. On applique alors la relation de Chasles pour chaque somme

1 1 1 1

i 1 - - -
Z k ~— + 2 + 3 + Z k’
k=1 1/k=1 quand k=1 ~~ ~~ k=4

1/k=1/2 quand k=2  1/k=1/3 quand k=3

n+1 n

1 1 1 1 1

1 _ 1 n 1 YLy

k 2 3 k n+1
k=2 ~—~ ~—~ k=4 N——

1/k=1/2 quand k=2  1/k=1/3 quand k=3 1/k=1/(n+1) quand k=n+1

n+2 n

1 1 1 1 1
2% - 5 fXEt o Y ao
k=3 ~— k=4 —— ——

1/k=1/3 quand k=3 1/k=1/(n+1) quand k=n+1  1/k=1/(n+2) quand k=n+2

n+3 n+3

1 1 1 1
- 3L . .

k k n+1 n+2 n+3
k=4 N ed N d S——

1/k=1/(n+1) quand k=n+1 1/k=1/(n+2) quand k=n+2 1/k=1/(n+3) quand k=n-+3

ce qui nous donne

1 1 1 1
6R, = 1+ + +Z ) —3(5 + +Zk D) 305+ ;E )
n+3 1 N 1 N 1 )
k: n+l n+2 n+3
3 "1 3 3
= 1 7_7_1_ 143y
+ + +Z kZ:zlk n+1+ + £k+n+1+n+2
_”i”l_ 111
k:4k n+1 n+2 n+3
1 1 2 1
= _ — —|— —
3 n+1 n+2 n-+3
1 1 1

1
done B = S = Gt 1) 3+ 2)  6(n+3)

correction de I’exercice 5
1. La suite u définie par ¥n € N, u,, = an® + bn? vérifie la relation (E) ssi
Vn € N, upyo—2uUpy1 +u, =3n-—-1
& [an+2?+b(n+2)%] —2[a(n+1)> +b(n + 1)*] + [an® + bn®] = 3n — 1 (puis on développe)
& [a(n®+6n® + 12n + 8) + b(n® + dn +4)] — 2 [a(n® + 3n® + 3n + 1) + b(n® 4+ 2n + 1)] + [an® + n?] =3n —1
on regroupe ensuite les différentes puissances de n
& n*(a—2a+a)+n?*6a+b—6a—2b+b)+n(12a + 4b — 6a — 4b) + (8a + 4b — 2a — 2b) = 3n — 1

1
6a =3 @{ 0=

2) = 3n — 1
& Gan + (6a + b) sn principe d’f?entiﬁcation { 6a + 2b = —1

Par conséquent, la suite u vérifie (F) ssi Vn € N,  w, = 5713 —2n2.

2. Pour tout entier naturel n, on a :

Zn+2 — 22n+1 +2zn = (wn+2 - un+2) - 2(wn+1 - un+1) + (wn - un) - (wn+2 - 2wn+1 + wn) - (un+2 - 2un+1 + un) =0

=3n—1 par définition =3n—1 par construction

donc la suite z est bien récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants. Son polynéme caractéristique est 2 —2z+1
qui admet une unique racine x = 1. Par conséquent, il existe deux réels a et 3 tels que

VneN, z,=(an+8)1"=an+p

Puisque nous connaissons la forme de z ainsi que la forme de u, nous en déduisson la forme de w

1
VneN, w,=u,+z, = 5713 —2n% +an+ B, ou a, B sont deux réels
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