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L’objectif de ce devoir & la maison est de démontrer la convergence des séries usuelles et de justifier le calcul de leurs sommes.

Exercice 1 n
k

Séries géométriques. Soit z €] — 1,1[. On pose Sy, (z) = Y z.
k=0

1. Calculer Sy (x). En déduire que la suite (S, (z))n>0 converge et expli-
citer sa limite.

2. Calculer de deux fagons distinctes la dérivée S, (z).
nz"t — (n+1)2" +1

n
3. En déduire que Y kz* = z.

k=0 (1—2)?
4. Déterminer lim nx™.
n——+o00
+o00 xT
5. Montrer que la série Y na™ converge et que > nz" = -
n>0 n=0 (1 - l’)
Exercice 2 01
Série de Riemann. On fixe & € R} et on pose Sy, = L
k=1
1. Questions préliminaires :
n+2 Jt 1 n+1 J¢
(a) Justifier que Vn € N*| —< =< [ —.
n+1 t (TL + 1) n 13
ntldt ndi
(b) Montrer que Vn >1, [ t—a\Sngl—i—ft—a.
1 1

(c) Calculer f%
1

lim S,, = +oo et donner un équi-

2. On suppose o« = 1. Montrer que
n—-—+00

valent de S,,.

1 1
3. On s se o €]0,1]. C — et —.
n suppose « €)0, 1[. Comparer o ot 1
LU
Sp = > — et en déduire
=1k

lim S,.
n—-+00

Montrer que Vn > 1,

4. On suppose a > 1.
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(a) Donner la monotonie de la suite S,,.

«@
(b) Montrer que S, est majorée par T
o —
pucl| e
(c) Montrer que la suite (Sy,),>1 converge et que », — < .
—n® S a-—1
Exercice 3
Série exponentielle.
. . £ x=0" ,
On pose pour tout entier n > 0 et tout réel x, I,(x) = f e dt
o nl

n
1. Etude la suite up(z) = x—' lorsque z # 0.
n!

lim (z)

Détermi :
(a) Déterminer N o

(b) lijn déduire qu’il existe N > 0, tel que Vn > N, |up+1(x)] <
£ lun(@)]
1
(c) Montrer que Vn > N, |up(z)| < (5)”_N |lun(x)|. En déduire
2. Etude de la suite (I,(x)).
n
(a) Montrer que Vz € R, |I,,(z)| < %e’”. en déduire nEIJIrloo I,(x).
anrl
(b) Montrer que Vn >0, I+ = m + I,.
n .Tk
(c) En déduire que Vn >0, €% = > o + I, (z)
k=0 F:

n
3. Justifier que la série ) — converge et donner sa somme.

n>0 n.
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