
PHEC1 devoir à la maison 6 2003-2004

L�objectif de ce devoir à la maison est de démontrer la convergence des séries usuelles et de justi�er le calcul de leurs sommes.

Exercice 1
Séries géométriques. Soit x 2]� 1; 1[. On pose Sn(x) =

nP
k=0

xk:

1. Calculer Sn(x): En déduire que la suite (Sn(x))n>0 converge et expli-
citer sa limite.

2. Calculer de deux façons distinctes la dérivée S0n(x):

3. En déduire que
nP
k=0

kxk = x:
nxn+1 � (n+ 1)xn + 1

(1� x)2 :

4. Déterminer lim
n!+1

nxn:

5. Montrer que la série
P
n>0

nxn converge et que
+1P
n=0

nxn =
x

(1� x)2 :

Exercice 2
Série de Riemann. On �xe � 2 R�+ et on pose Sn =

nP
k=1

1

k�
:

1. Questions préliminaires :

(a) Justi�er que 8n 2 N�;
n+2R
n+1

dt

t�
6 1

(n+ 1)�
6

n+1R
n

dt

t�
:

(b) Montrer que 8n > 1;
n+1R
1

dt

t�
6 Sn 6 1 +

nR
1

dt

t�
:

(c) Calculer
nR
1

dt

t�
:

2. On suppose � = 1: Montrer que lim
n!+1

Sn = +1 et donner un équi-

valent de Sn:

3. On suppose � 2]0; 1[: Comparer 1

k�
et
1

k
:

Montrer que 8n > 1; Sn >
nP
k=1

1

k
et en déduire lim

n!+1
Sn:

4. On suppose � > 1:

(a) Donner la monotonie de la suite Sn:

(b) Montrer que Sn est majorée par
�

�� 1 :

(c) Montrer que la suite (Sn)n>1 converge et que
+1P
n=1

1

n�
6 �

�� 1 :

Exercice 3
Série exponentielle.

On pose pour tout entier n > 0 et tout réel x; In(x) =
xR
0

(x� t)n
n!

etdt

1. Etude la suite un(x) =
xn

n!
lorsque x 6= 0:

(a) Déterminer lim
n!+1

un+1(x)

un(x)
:

(b) En déduire qu�il existe N > 0; tel que 8n > N; jun+1(x)j 6
1

2
jun(x)j :

(c) Montrer que 8n > N; jun(x)j 6 (
1

2
)n�N juN (x)j : En déduire

lim
n!+1

un(x)

2. Etude de la suite (In(x)):

(a) Montrer que 8x 2 R; jIn(x)j 6
xn

n!
ex: en déduire lim

n!+1
In(x):

(b) Montrer que 8n > 0; In+1 =
xn+1

(n+ 1)!
+ In:

(c) En déduire que 8n > 0; ex =
nP
k=0

xk

k!
+ In(x)

3. Justi�er que la série
P
n>0

xn

n!
converge et donner sa somme.
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