PHEC1 devoir a la maison 4 2003-2004

Un joueur participe & un jeu se jouant en plusieurs parties. Ses observations lui permettent d’af-
firmer que :

2
— ¢’il gagne deux parties consécutives, alors il gagne la prochaine avec la probabilité —.

s’il perd une partie et gagne la suivante, alors il gagne la prochaine avec la probabilité 5

1
s’il gagne une partie et perd la suivante, alors il gagne la prochaine avec la probabilité ok

1
— ¢’il perd deux parties consécutives, alors il gagne la prochaine avec la probabilité 3

Pour tout entier naturel n non nul, on note A, I’événement : "le joueur gagne la n'°™¢ partie".

De plus, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose :
E,=A, 1NA, Fo=A,1NA, Gn =41 ﬁAfn Hy, =An 1 mfn

1. On admet que (E,, F,,, G, H,) est un systéme complet d’événements.
(a) Utiliser la formule des probabilités totales pour montrer que, pour tout entier naturel n
2 1
supérieur ou égal & 2, on a: P (FE,11 ) = §P (En) + QP (Fp).

(b) Exprimer de la méme fagon (aucune explication n’est exigée) les probabilités P (Fy41 ),

P (Gpy1) et P(Hp4q ) en fonction de P (Ey,), P (Fy), P(G,) et P(H,).
(c) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose : U, =

2/3 1/2 0 0
0 0 1/2 1/3
1/3 1/2 0 0
0 0 1/2 2/3

Vérifier que U411 = MU, ou M =

2.
1 1 3 3 -1 -3 3 1
. -2 -1 -1 2 2 -3 -3 2
(a) Soient P = 9 _1 1 o€ Q= 5 1 _1 o9
-1 1 -3 3 1 1 1 1

Calculer PQ. En déduire que P est inversible et donner son inverse.
(b) On note Cy, Cq, C3 et Cy les colonnes de P. Calculer MCy, MCs, MCs5 et MCy, puis en
1
déduire que ~3'% 3 et 1 sont les valeurs propres de M.
(c) Justifier que M = PDP™!, ou D est une matrice diagonale que ’on déterminera.

Dans toute la suite, on suppose que le joueur a gagné les deuxr premiéres parties.

3. (a) Montrer par récurrence que : Vn € N, M" = PD"P~1,
(b) Montrer, également par récurrence, que : Vn > 2, U, = M"2U.

(¢) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, donner la premiére colonne de M™, puis
en déduire P (E,), P (Fy), P(Gy) et P (Hy).

(d) Montrer que l'on a :

. 3 . 2 . 2 . 3
m P (En) = 0 m P (Fn) = 0 Lm P(Gn) = 0 Lm P(H,) = 0
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