
PHEC1 devoir à la maison 1 2003-2004

Exercice 1

Soit (�n)n>0 la suite dé�nie par �n+2 =
p
�n+1�n avec �0 = 1 et �1 = 8:

1. Démontrer que �n > 0 pour tout entier naturel n > 0
Indication : on posera l�hypothèse de récurrence Pn : " �n > 0 et �n+1 > 0 "

2. Véri�er que la suite u dé�nie par un = ln�n véri�e : 8n > 0; un+2 =
1

2
(un+1 + un):

3. Exprimer un en fonction de n:

4. En déduire que la suite u converge puis justi�er que lim
n!+1

�n = 4:

Exercice 2

On considère la suite (un)n>0 dé�nie par un+1 =
1

n+ 1
� un et u0 = ln 2:

On rappelle que ln 2 ' 0; 7:
1. Calculer u1; u2 et u3:

2. On admet que 8n > 0; un > 0: Démontrer que 8n > 1; un 6
1

n
:

3. Justi�er que la suite u converge et expliciter sa limite.

4. On introduit la suite wn = (�1)n�1un:

(a) Justi�er que 8n > 0; wn+1 = wn +
(�1)n
n+ 1

(b) Démontrer que 8n > 1 wn =
nP
k=1

(�1)k�1
k

� ln 2:

(c) En déduire lim
n!+1

nP
k=1

(�1)k�1
k

:

Problème

Soit u la suite dé�nie par un+1 =
1 + 2un
2 + un

avec u0 = 2:

1. Etude préliminaire :

(a) Montrer que 8n > 0; un > 1:
(b) Démontrer que la suite u possède une unique limite éventuelle et expliciter cette

limite.

La suite de l�exercice est consacrée à l�étude de la convergence de la suite. u On propose
deux approches di¤érentes.

2. Première méthode :

(a) Véri�er que vn =
un � 1
un + 1

dé�nie une suite géométrique.

(b) Expliciter l�expression de vn en fonction de n puis donner l�expression de un en
fonction de n:

(c) Montrer que la suite u converge et déterminer sa limite:

3. Deuxième méthode :
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(a) Déterminer le signe de f(x) =
1 + 2x

2 + x
� x selon les di¤érentes valeurs de x:

(b) Etudier la monotonie de (un)n:

(c) Prouver que la suite u converge et expliciter lim
n!+1

un:
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