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Exercice 1 n
k

Séries géométriques. Soit z €] — 1, 1[. On pose S, (z) = > z*.
k=0

1— xn+1
1-—- xl
lim S,(z) = 1 . Par définition de la convergence des séries, la série Y =™

n—-+4oo — X n>0

+ oo 1
converge et ». a" = .
n=0 11—z

1. Sp(z) =

. Puisque = €] — 1,1[, la suite (z"*!) converge vers 0 et

n
2. Sy(x) = z¥ donc S/ (z) =
+1 h=0 n+1 o 1™ 1
1—zn -
=% donc Sl (x) = ne (n+ Do +
(1—x)?

n

n
kxk—! = 71 " ka®. D’autre part, S,(z) =
k=0

T . Par conséquent, on a
—x

i, e na™l—(n+ 1)z + 1
T ’;)kx = e .

3. En multipliant par z I’égalité précédente, on en déduit que

kak . nz™t — (n+1)a" +1

2
P (1—x)
4. nz" =ne"m¥ donc lim ne™™* = lim €™ (cf. le cours sur les limites usuelles)
n—-+oo n—-+4oo

et puisque Inz < 0, on en déduit que lim e”™%, c’est-a-dire que lim nz™ = 0.

n—-+oo n—-+oo

n
5. Par définition, la série > na™ si et seulement la suite Y kx* converge lorsque

n=0 k=0
n — +o00o. Ensuite
lim n2z"™ = lim (n2™)z =2 lim (na™) =0
n—-+o0o n—+o00 n——+00
lim (n+1)2” = lim nz"+ lim 2"=04+0=0
n—-+oo n—-+4oo n—-+4oo
d i nz"t — (n+1)a™ + 1 1  sionifi la séri
onc lim . = r—, ce qui signifie que la série
s 1-_2)? (1_ g2 ¢ au senfied
+oo €T

> na™ est convergente et ) naz" = ———.
n=0 n=0 (1 - 1‘)

Exercice 2
1.
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(a) Puisque a > 0, la fonction ¢ — o est décroissante sur R, donc

1 1

vt e [n+1,n+2], ﬁgm

et, en intégrant sur [n 4+ 1,n + 2], on en déduit que

n+2d n+2 n+2

t 1 1 1 - 1

— < dt = dt= ———[t]=nii = ———.
/ te / (n+ 1) (n+ 1) / (n+ 1) =1 (n+ 1)
n+1 n+1 n+1

(1)

1
La fonction ¢ — o est décroissante sur [n,n + 1] donc

1
vt € [n,n+1], Ta>m

et, en intégrant sur [n,n + 1], on en déduit que

n+1 n+2
dt 1 1

g / CESVERANCEST )

te
n n+1

La combinaison des inégalités et nous fournit 'encadrement recherché.

nidt " dt
(b) On procede par récurrence. Posons (H,): [ — < S, <1+ [ o
1 1

Initialisation : la question précédente montre, en choisissant n = 0 dans la

tOL

1
N L , 1 dt
premiére inégalité que lft—a < == S1. D’autre part, S; = o= 1=1+ o
1
——
=0
2dt Ldt _
donc [ o <S8 <1+ ft—a, ce qui démontre (H1).
1 1
il dt ndt
Hérédité : Supposons (H,) vraie, i.e. [ o <SS, <14 [ e La question
1 1
n2dt 1 ntlde
précédente, montre que [ < < [ —. L’addition de ces deux

n+1 t h (n+1)a n t
encadrements nous donne

n+1 n+2 n n+1
dt dt <S 1 < dt dt
et e ST ST et ) e
1 n+1 1 n
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En utilisant la relation de Chasles ainsi que I'égalité S,, 11 = S, + m, on (a) Spi1 = m + S, donc Sp41 — Sy, = m > 0 et la suite (Sy,)n>1 est
en déduit I'égalité souhaitée croissante.
"+2d n+1d (b) La combinaison de la question 2.b et 2.c montre que
¢ t 1 1 1 oY
- < < - _ _
ta\5n+1\1+/ta, 5n<1+17a(n10¢_1):1+ﬁ(1_n1 a)<1+a71:a71_
1 1 —— <0 N—— >0
<0 >0
ce qui démontre (Hy4+1) donc ¥n € N*, (H,,) est vraie. o
ngp  n f—a 1 (¢) La suite (Sy,)n>1 est croissante et majorée par 1 donc elle est convergente
(c) Sta#1l, [-—=[tdt=] JiZt = — ' -1). o Y7 1
v iit 1 1-o 1-o et sa limite est inférieure ou égale a T Autrement dit, la série Y —
. _ o — n>1"T
Sta=1, [ 5= [Int]i=% = Inn. too | o "
! converge lorsque v > 1 et > — < T
2. Les questions 2.b et 2.c, appliquée & a = 1, nous donne ’encadrement n=1"7 @
Exercice 3
Inn <S5, <1+1nn. 1
——+00
l,n+1
La suite (S,), est supérieure a la suite (Inn),, qui tend vers +o0o donc nEI-Poo S, = ) U1 (2) _ (n+1)! _ Zntl y 1{ o B
1 n | n -
+00 et la série . — diverge. D’autre part, li'négalité suivante un () 1;' (n+1t = nA 1 nodeo
n>1 "M n!
1
g 1 (b) w1 (@)| el < - & 2|z) < n+1donc sin > 2|z] — 1 alors
©on L U () n+1 2
1< In R Inn * 1
K [tnp1(x)] < 3 |un(z)]. 11 suffit de prendre N = E(2]z|—1)+1 (sin > 3,7
—1
alors on choisi N=4=3+1=E(3,7)+ 1)
9 . 2 N 9 : S”l ) N : 4 . 1 _
permet d’appliquer le théoréme d’encadrement donc ngrfoo nn 1, c’est-a-dire (c) La récurrence est notre amie. Posons (P,) @ |u,(z)] < (5)" Nluy ()] .
S, ~ Inn. e 1 . 1 .
" oo T Initialisation : n = N, (=)V "V |uy(z)| = |un(z)| donc (Py) est vraie.
1 1 s S )
3. Puisque o €]0,1] et que k > 1, %k < k' donc — > - En additionnant cette Hérédité : Supposons que (P,) soit vraie. La question 1.b montre que
inégalité pour toutes les valeurs de k entre 1 et n, on obtient [Uny1(z)] < 3 |un ()| et "hypothése de récurrence (P,,) montre que |u,(z)| <
1
n n—N
1 (5)" ™" |un(z)] donc
Vn>1, S,> Z p > Inn (d’apres la question 2) 2
k=1 1 1.1, 1 _
il < 3 i) < 5 (30" @) < (3 fux ()]
La suite (Sy), est supérieure a la suite (Inn),, qui diverge vers +oo donc la suite ) o ]
_ . - _ . ce qui démontre (Pp4+1). Ainsi, Vn > N, (P,,) est vraie.
(Sn)n diverge vers 400, c’est-a-dire que la serie 3, — diverge si a €0, 1] Pour n > N, la suite (Ju,(z)|), est positive et majorée par la suite géo-
n>1 n = 1 I n n p .] p g
4. métrique (5)"_N |lun(x)|, dont la raison 3 appartient a | — 1,1[ donc elle
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converge vers 0. Le théoréme d’encadrement montre que lim |u,(z)| = 0,

n—-+4oo
x’ﬂ
c’est-a-dire lim — = 0 lorsque = # 0. Bien entendu, si x = 0 alors
n—+oo n!
n
lim — = lim 0=0.
n—+oo n! n—-+4o0o
2.
(a) Siz >0, Viel[0,z],ona:
z—t)" "
0 < (z—-t)<z=0<(z—1) lz|" =0 ( ) < =
n! n!
x—t)" z"
~ 0< ( ) et < Lt
n! n!
En intégrant sur [0, z], on obtient
y n n n n
x _ T x
0 S In(.’E) S /metdt = 7'[615];;6 = m(em — 1) S Hez

Va >0, |1n(a:)|<@( v_1) = ‘35' Fli-erl.
n!
Siz <0, I,(z) =— f eldt (pour avoir un ordre d’intégration naturel,

a < b afin d’apphquer les theoremes d’encadrement). V¢ € [z, 0], on a

r < z—t<0<—z=>z—t|[<|z| = |z —t|" < "

_qqm n n n\n n
- |z —t| et < || et<:>—‘m| et < (z—1) et < |z| el
n! n! n! n! n!
— )" n
IR PO
n! n! n!

en intégrant sur [z, 0], on obtient donc

I t

I, (x) < —|x|n te —
" = n! n!
|z|"

I_L_I
- = -]

n
La suite (|I,,(z)]), est positive et majorée par la suite @ X |1 — €*| qui tend

vers 0 lorsque n — 400 (la question précédente avec |x\)..Le théoréeme d’enca-
drement nous assure que lim |I,(z)] =0 donc lim I,(z)=0.
n—-+oo n—-+oo
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(b) L’intégration par partie est notre grande amie. Nous allons intégrer I’exponen-
tielle et dériver ¢ — (xz —¢)"*! (On veut passer d’un indice n+1 & un indice n).

— _ f\n+1 / — _ \n

%wm{zm> @1 zﬁ{ua> (n+ 1)z —1)

”Ul(t) —=e 'U(t) — et et nous avons

[a—tm o [@=t™ ) [t )b
O/ CES) [(n+1)! e]t_oo/ RS
O P ) e S )
= CES — CE] e / =] e'dt
donc
anrl
Yn>0, ILi(z)= 7(n 1) + I, (x)
n Z‘k
(c) On pose (H,): €*= E E—FI ().
=0

x
Initialisation : n = 0, Iy = [e'dt = [e']i=f = e* — 1 donc e®* = Ip +1 =
0

Io—l-z

donc (Ho) est vraie.
n ok
: supposons (H,) vraie, ie. e = >

Heéréditeé =T
j=o k!

+ I,(z) & I,(z) =
£

la ques _t

Si nous la combinons & la formule d’intégration par parties de

2.B, nous obtenons

wnJrl :L.nJrl n k n+l

*m+1n(x):m+ei$*ZH:€$*ZH

k=0 k=0

In+1(x) =

n+1
donc e* = Z

W + I,+1(x), ce qui démontre (H,4+1) et Vn € N,

(H.,) est

vraie.
n_ ok
3. Nous avons o e* — I,(x). Puisque
k=0 R-
n k " +o00
lim > 7T converge vers e”. Par conséquent, la série Y, — converge et — =

n—+00 o nso n! n=o n!

lirJrrl I,(z) = 0, on en déduit que
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