PHEC1 corrigé dmb 2003-2004

1. Etude de la classe de f.

(a) Etude globale : x — x et x — €* — 1 sont continues sur Ry et Vo # 0, e —1# 0 donc f
est continue sur R.

T
Etude en 0 : on sait que e* —1 ~ =z donc f(x) ~ — =1 ce qui implique que lim f(z) =
+ otx x—0T

r—0 r—

1= f(0) et qui démontre que f est continue en 0.

(b) . z et x +— e” — 1 sont C* sur Ry et Vo # 0, e® —1# 0 donc f est C* sur R} et
e’ —1—ze”
o) —
(¢) Nous allons déterminer un équivalent de f’(z). Il est immédiat pour commencer que (e* —

1)2 ~ 22 donc nous allons effectuer un DLy(0) du numérateur.
z—0

o1 et — (1-}-;54—%4—0(902))—1—x(1+x—|—%+0($2))
2 3 2 2
_ oz 2 3y Y 2y o ¥
= 5 3 + o(z*) + o(x?) +o(z TS
22
On en déduit que f'(z) ~ 2 = 1 donc lim f'(z) = =
r—0t .’L'2 2 r—0t 2
1
(d) Puisque la fonction f est continue sur R,, de classe C! sur RY et $l_i)r(x)1+ fl(x) = —5

I'application du théoréme de prolongement continue de la dérivée montre que f est C!
1
sur Ry et f/(0) = —=.

2
() z+— z et x — e* — 1 sont C? sur Ry et Vo # 0, em—l7é0d0ncfestC'ZSur]Riet
Vo > 0,
. e’ —1—xze®, (¥ —e® —mwe®)(e® —1)% — (e — 1 — xe%)2e%(e® — 1)
_ —ze®(e® —1)% — (e® — 1 — xe%)2e%(e® — 1) (et — 1) —z(e® —1) —2(e* — 1 — ze®)
(er —1)* (er = 1)*
ex
2. Etude des variations de f.
(a) La fonction g est clairement de classe C2 sur [0; +oo| et ¢'(7) = —e*+xe®+1 et " (v) = we®.

La fonction ¢” est strictement positive sur |0; 400 donc ¢’ est strictement croissante sur
]0; +-00[. Puisque ¢'(0) = 0, on en déduit que g est strictement croissante sur ]0; +oo] et
g(0) = 0 donc g est strictement positive sur |0; +o00[ et Va €]0; 400, f"(z) > 0.

—xe’

. 1
(b) f7 > 0 donc f est croissante sur R.. Or on a f/(0) = 3 et f'(x) ety )2 =

1

—ze ¥ — 0donc lim f(x) = 0. En particulier, Vo > 0, —= < f'(z) < 0 et la
T——+00 z——+00 2

fonction f’ est négative. Par suite, la fonction f est décroissante sur R,. On conclut en

remarquant que f(0) = let f(z) ~ L —ze® — 0Odonc lim f(x) =0, on obtient
+o00 T——+00

z—+o00 et T—
que Ve >0, 0< f(z) <L
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(d)

1 1
11(0) = —5 et f(0) =1 donc ’équation de la tangente en 0 est y = —5% + 1. On pose

x 1 L ox—2e"+ze”+2 1 g(o)

(1) = =, _
a1 (Tt =35 e — 1 2et — 1

V>0, h(z)= f(:c)—(—%:c—i—l) =

Ainsi, en utilisant la question on obtient que h est strictement positive sur R donc la
courbe C; est au dessus de sa tangente en 0.

Cela découle immédiatement de la question

f(x)zx@%zx@ex—lzl(car:v>0)<:>ex:2©x:1n2.
e J—

1
La fonction f est continue sur Ry, dérivable sur R} et Vo > 0, |[f'(z)] < B donc la
théoréme des accroissements finis montre que
1
Ve >0, 20, 11~ f) < 5la . (1)

L’intervalle Ry est stable par f car f(R4) =]0,1] C R4. Posons Py, : u, € Ry.
Initialisation : Py est vraie.par définition de la suite wu.

Hérédité : supposons que P, est vrai donc u, € Ri ce qui implique que f(u,) € Ry
(par stabilité de Ry par f) et, puisque uny1 = f(up), on en déduit que u,+1 € Ri.
L’hypothese P, 41 est vraie, ce qui achéve la récurrence.Une récurrence immédiate montre
que Vn >0, wu, = 0.

Puisque In2 € R, et que Vn > 0, wu, € R4, nous pouvons appliquer I'inégalité avec
T = u, et y = In2. En remarquant que f(u,) = up4+1 et f(In2) =1n2 (d’apres la question
2bf), on obtient que

1
Vn >0, |uptr —In2| < §|un—ln2| (2)
) In2
Montrons par récurrence que Vn > 0, |u, —In2| < on
In2 In2
Initialisation : Py est vraie.car |up —In2| =1In2 = =0 donc |upg — In2| < >0
In2
Hérédité : supposons que Py, est vrai donc |u, —In2| < on L’inégalité précédente com-
binée a la majoration |2l montre que
1 1 1In2 In2
L’hypothése P,,+1 est donc vraie, ce qui achéve la récurrence.
In2 In2
En remarquant que 0 < |up, —In2| < — et que lim —— = 0, on peut appliquer le
2n n—-+oo 21
théoréme d’encadrement donc lim |u, —In2| = 0 ce qui nous démontre que lim u, =
n—+o00 n—+0o00

In 2.
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